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 TRANG 1 

CHUYÊN ĐỀ TOÁN 12 
 

CHUYÊN ĐỀ 1. KHẢO SÁT HÀM SỐ VÀ BÀI TOÁN LIÊN QUAN 

 

(Phần này có 101 bài tập cho các nội dung theo dạng toán liên quan tới hàm số đã  được khảo sát) 

 

CHỦ ĐỀ 1: TÍNH ĐƠN ĐIỆU CỦA HÀM SỐ 

 

Câu 1. Cho hàm số y m x mx m x3 21
( 1) (3 2)

3
      (1) 

 1) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị (C) của hàm số (1) khi m 2 . 

 2) Tìm tất cả các giá trị của tham số m để hàm số (1) đồng biến trên tập xác định của nó. 

  Tập xác định: D = R.  y m x mx m2( 1) 2 3 2     .  

 (1) đồng biến trên R  y x0,    m 2  

Câu 2. Cho hàm số y x x mx3 23 4      (1) 

 1) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị của hàm số (1) khi m 0 . 

 2) Tìm tất cả các giá trị của tham số m để hàm số (1) đồng biến trên khoảng ( ;0) . 

  m 3   

Câu 3. Cho hàm số y x m x m m x3 22 3(2 1) 6 ( 1) 1       có đồ thị (Cm). 

 1) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị của hàm số khi m = 0. 

 2) Tìm m để hàm số đồng biến trên khoảng (2; )  

  y x m x m m2' 6 6(2 1) 6 ( 1)      có m m m2 2(2 1) 4( ) 1 0        

 
x m

y
x m

' 0
1

 
    

. Hàm số đồng biến trên các khoảng m m( ; ), ( 1; )    

 Do đó: hàm số đồng biến trên (2; )  m 1 2   m 1  

Câu 4. Cho hàm số 3 2(1 2 ) (2 ) 2y x m x m x m       . 

 1) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị (C) của hàm số khi m = 1. 

 2) Tìm m để hàm đồng biến trên  0; . 

   Hàm đồng biến trên (0; )  y x m x m23 (1 2 ) (22 ) 0       với x 0 )( ;    

              
x

f x m
x

x2 23
( )

4 1

2
  




 với x 0 )( ;    

 Ta có: 
x

f x x
x

x x
x

2
2

2

2(6
( ) 0

3) 1 73
36

(4 1
0

12)

   
       


 

 Lập bảng biến thiên của hàm f x( )  trên (0; ) , từ đó ta đi đến kết luận:  

  f m m
1 73 3 73

12 8

   
   

 
 

 

Câu 5. Cho hàm số 4 22 3 1y x mx m      (1),  (m là tham số). 

 1) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị của hàm số (1) khi m = 1. 

 2) Tìm m để hàm số (1) đồng biến trên khoảng (1; 2). 

   Ta có 3 2' 4 4 4 ( )y x mx x x m     

 + 0m  , 0, y x   0m   thoả mãn. 

 + 0m  , 0y  có 3 nghiệm phân biệt: ,  0,  m m .  
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 TRANG 2 

 Hàm số (1) đồng biến trên (1; 2) khi chỉ khi 1 0 1   m m .  Vậy  ;1m  . 

Câu 6. Cho hàm số 
mx

y
x m

4



  (1) 

 1) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị của hàm số (1) khi m 1  . 

 2) Tìm tất cả các giá trị của tham số m để hàm số (1) nghịch biến trên khoảng ( ;1) . 

  Tập xác định: D = R \ {–m}. 
m

y
x m

2

2

4

( )




. 

 Hàm số nghịch biến trên từng khoảng xác định  y m0 2 2       (1) 

 Để hàm số (1) nghịch biến trên khoảng ( ;1) thì ta phải có m m1 1      (2) 

 Kết hợp (1) và (2) ta được: m2 1    . 

 

 

CHỦ ĐỀ 2: CỰC TRỊ CỦA HÀM SỐ 

 

Câu 7. Cho hàm số y x x mx m3 23 –2     (m là tham số) có đồ thị là (Cm). 

 1) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị hàm số khi m = 3. 

 2) Xác định m để (Cm) có các điểm cực đại và cực tiểu nằm về hai phía đối với trục hoành. 

  PT hoành độ giao điểm của (C) và trục hoành:  

   x x mx m3 23 –2 0 (1)      
x

g x x x m2

1

( ) 2 2 0 (2)

  


    
 

 (Cm) có 2 điểm cực trị nằm về 2 phía đối với trục 0x PT (1) có 3 nghiệm phân biệt  

  (2) có 2 nghiệm phân biệt khác –1  m

g m

3 0

( 1) 3 0

   


   
  m 3  

Câu 8. Cho hàm số y x m x m m x3 2 2(2 1) ( 3 2) 4         (m là tham số) có đồ thị là (Cm). 

 1) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị hàm số khi m = 1. 

 2) Xác định m để (Cm) có các điểm cực đại và cực tiểu nằm về hai phía của trục tung. 

  y x m x m m2 23 2(2 1) ( 3 2)       . 

 (Cm) có các điểm CĐ và CT nằm về hai phía của trục tung  PT y 0   có 2 nghiệm trái dấu  

m m23( 3 2) 0     m1 2  . 

Câu 9. Cho hàm số 3 21
(2 1) 3

3
y x mx m x      (m là tham số) có đồ thị là (Cm). 

 1) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị hàm số khi m = 2. 

 2) Xác định m để (Cm) có các điểm cực đại, cực tiểu nằm về cùng một phía đối với trục tung. 

  TXĐ: D = R ;  y x mx m2 –2 2 –1  . 

 Đồ thị (Cm) có 2 điểm CĐ, CT nằm cùng phía đối với trục tung  y 0  có 2 nghiệm phân biệt cùng 

dấu   
2 2 1 0

2 1 0

     


 

m m

m
   

1

1

2

m

m




 




 

Câu 10. Cho hàm số 3 23 2y x x mx     (m là tham số) có đồ thị là (Cm). 

 1) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị hàm số khi m = 1. 

 2) Xác định m để (Cm) có các điểm cực đại và cực tiểu cách đều đường thẳng y x 1  . 

 Ta có: 2' 3 6  y x x m . 
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 TRANG 3 

 Hàm số có CĐ, CT 2' 3 6 0y x x m      có 2 nghiệm phân biệt 
1 2;x x  

       ' 9 3 0 3m m        (*) 

 Gọi hai điểm cực trị là    1 21 2; ; ;A B xy yx  

 Thực hiện phép chia y cho y ta được: 
1 1 2

' 2 2
3 3 3 3

m m
y x y x

     
          
     

 

       1 1 1 22 2

2 2
2 2 ; 2 2

3 3 3 3

       
              
     

 


 


y y x y y
m

x
m m m

x x  

   Phương trình đường thẳng đi qua 2 điểm cực trị là :
2

2 2
3 3

m m
y x

   
       

   
  

 Các điểm cực trị cách đều đường thẳng y x 1   xảy ra 1 trong 2 trường hợp: 

 TH1: Đường thẳng đi qua 2 điểm cực trị song song hoặc trùng với đường thẳng y x 1   

 
2 3

2 1
3 2

m
m

 
     
 

 (thỏa mãn) 

 TH2: Trung điểm I của AB nằm trên đường thẳng y x 1    

       

   2
1 2 1

1 2 1
2

2
2 21 1

2 2
2 2

3 3

2 2
3 .2 6 0

3 3

   
          
   

 
   

 
      

  
 

I I

x m m
x x x x

x

m m

y
y

m

y
x

 

 Vậy các giá trị cần tìm của m là: 
3

0;
2

m
 

  
 

 

Câu 11. Cho hàm số y x mx m3 2 33 4    (m là tham số) có đồ thị là (Cm). 

 1) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị hàm số khi m = 1. 

 2) Xác định m để (Cm) có các điểm cực đại và cực tiểu đối xứng nhau qua đường thẳng y = x. 

  Ta có: y x mx23 6   ;  
x

y
x m

0
0

2

     
. Để hàm số có cực đại và cực tiểu thì m  0. 

 Đồ thị hàm số có hai điểm cực trị là: A(0; 4m3), B(2m; 0)  AB m m3(2 ; 4 ) 
uur

 

 Trung điểm của đoạn AB là I(m; 2m3) 

 A, B đối xứng nhau qua đường thẳng d: y = x  
AB d

I d

 



  

m m

m m

3

3

2 4 0

2

  



 m

2

2
   

Câu 12. Cho hàm số y x mx m3 23 3 1     . 

 1) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị của hàm số khi m = 1. 

 2) Với giá trị nào của m thì đồ thị hàm số có điểm cực đại và điểm cực tiểu đối xứng với nhau qua 

đường thẳng d: x y8 74 0   . 

  y x mx23 6   ;  y x x m0 0 2     . 

 Hàm số có CĐ, CT  PT y 0  có 2 nghiệm phân biệt  m 0 . 

 Khi đó 2 điểm cực trị là: A m B m m m3(0; 3 1), (2 ;4 3 1)      AB m m3(2 ;4 )  

 Trung điểm I của AB có toạ độ: I m m m3( ;2 3 1)   

 Đường thẳng d: x y8 74 0    có một VTCP (8; 1)u   . 

 A và B đối xứng với nhau qua d  
I d

AB d





  

38(2 3 1) 74 0

. 0

m m m

AB u

     




  m 2  

Câu 13. Cho hàm số y x x mx3 23    (1). 
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 TRANG 4 

 1) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị của hàm số khi m = 0. 

 2) Với giá trị nào của m thì đồ thị hàm số (1) có các điểm cực đại và điểm cực tiểu đối xứng với nhau 

qua đường thẳng d: x y–2 –5 0 . 

  Ta có y x x mx y x x m3 2 23 ' 3 6        

 Hàm số có cực đại, cực tiểu  y 0  có hai nghiệm phân biệt m m9 3 0 3       

 Ta có: y x y m x m
1 1 2 1

2
3 3 3 3

   
       

   
 

 Tại các điểm cực trị thì y 0 , do đó tọa độ các điểm cực trị thỏa mãn phương trình: 

   y m x m
2 1

2
3 3

 
   
 

 

 Như vậy đường thẳng  đi qua các điểm cực trị có phương trình y m x m
2 1

2
3 3

 
   
 

 

 nên  có hệ số góc k m1

2
2

3
  . 

 d: x y–2 –5 0  y x
1 5

2 2
     d có hệ số góc k2

1

2
  

 Để hai điểm cực trị đối xứng qua d thì ta phải có d    

   k k m m1 2

1 2
1 2 1 0

2 3

 
        

 
 

 Với m = 0 thì đồ thị có hai điểm cực trị là (0; 0) và (2; –4), nên trung điểm của chúng là   I(1; –2). 

Ta thấy I  d, do đó hai điểm cực trị đối xứng với nhau qua d. 

 Vậy: m = 0 

Câu 14. Cho hàm số y x m x x m3 23( 1) 9 2       (1) có đồ thị là (Cm). 

 1) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị của hàm số khi m = 1. 

 2) Với giá trị nào của m thì đồ thị hàm số có điểm cực đại và điểm cực tiểu đối xứng với nhau qua 

đường thẳng d: y x
1

2
 . 

  y x m x2' 3 6( 1) 9     

 Hàm số có CĐ, CT  m 2' 9( 1) 3.9 0      m ( ; 1 3) ( 1 3; )          

 Ta có 
m

y x y m m x m21 1
2( 2 2) 4 1

3 3

         
 

 

 Giả sử các điểm cực đại và cực tiểu là A x y B x y1 1 2 2( ; ), ( ; ) , I là trung điểm của AB. 

 y m m x m2
1 12( 2 2) 4 1       ;  y m m x m2

2 22( 2 2) 4 1       

 và: 
x x m

x x
1 2

1 2

2( 1)

. 3

   



 

 Vậy đường thẳng đi qua hai điểm cực đại và cực tiểu là y m m x m22( 2 2) 4 1       

A, B đối xứng qua (d): y x
1

2
   

AB d

I d

 



  m 1 . 

Câu 15. Cho hàm số mxxmxy  9)1(3 23 , với m  là tham số thực. 

 1) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị của hàm số đã cho ứng với 1m . 

 2) Xác định m  để hàm số đã cho đạt cực trị tại 21 , xx  sao cho 221  xx . 
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 TRANG 5 

  Ta có .9)1(63' 2  xmxy  

 + Hàm số đạt cực đại, cực tiểu tại 21, xx  PT 0'y  có hai nghiệm phân biệt 21, xx     

     PT 03)1(22  xmx  có hai nghiệm phân biệt là  21, xx . 

  











31

31
03)1(' 2

m

m
m                    )1(  

 + Theo định lý Viet ta có .3);1(2 2121  xxmxx  Khi đó: 

      41214442
2

21
2

2121  mxxxxxx  

   m m2( 1) 4 3 1          (2) 

 + Từ (1) và (2) suy ra giá trị của m cần tìm là 313  m  và .131  m  

Câu 16. Cho hàm số y x m x m x m3 2(1 2 ) (2 ) 2       , với m  là tham số thực. 

 1) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị của hàm số đã cho ứng với 1m . 

 2) Xác định m  để hàm số đã cho đạt cực trị tại x x1 2,  sao cho x x1 2

1

3
  . 

  Ta có: y x m x m2' 3 (1 2 22 ) ( )     

 Hàm số có CĐ, CT y' 0   có 2 nghiệm phân biệt x x1 2,  (giả sử x x1 2 ) 

    
m

m m m m

m

2 2
5

' (1 2 ) 3(2 ) 4 5 0 4
1




         


 

     (*) 

 Hàm số đạt cực trị tại các điểm x x1 2, . Khi đó ta có: 

m
x x

m
x x

1 2

1 2

(1 2 )

3
2

2

3

 
  


 



 

      x x x x x x x x
2

1 2 1 22 21

2

1

1

3

1
4

9
       

   m m m m m m2 2 3 29 3 29
4(1 2 ) 4(2 ) 1 16 12 5 0

8 8

 
              

 Kết hợp (*), ta suy ra m m
3 29

1
8


     

Câu 17. Cho hàm số y x m x m x3 21 1
( 1) 3( 2)

3 3
      , với m  là tham số thực. 

 1) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị của hàm số đã cho ứng với m 2 . 

 2) Xác định m  để hàm số đã cho đạt cực trị tại x x1 2,  sao cho x x1 22 1  . 

  Ta có: y x m x m2 2( 1) 3( 2)      

Hàm số có cực đại và cực tiểu  y 0 có hai nghiệm phân biệt x x1 2,  

   m m20 5  7 0       (luôn đúng với m) 

 Khi đó ta có: 
x x m

x x m
1 2

1 2

2( 1)

3( 2)

   


 
  

 
x m

x x m
2

2 2

3 2

1 2 3( 2)

  


  
  

 m m m2 4 34
8 16 9 0

4

 
      .  

Câu 18. Cho hàm số y x mx x3 24 –3  . 
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 1) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị của hàm số khi m = 0. 

 2) Tìm m để hàm số có hai điểm cực trị x x1 2,  thỏa x x1 24  . 

  y x mx212 2 –3  . Ta có: m m2 36 0,       hàm số luôn có 2 cực trị x x1 2, . 

 Khi đó:  

1 2

1 2

1 2

4

6

1

4

x x

m
x x

x x


  



  



 

    
9

2
m    

 Câu hỏi tương tự: 

 a) y x x mx3 23 1    ; x x1 2 2 3    ĐS: m 105  . 

Câu 19. Cho hàm số  y m x x mx3 2( 2) 3 5     , m là tham số. 

 1) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị (C) của hàm số khi m = 0. 

 2) Tìm các giá trị của m để các điểm cực đại, cực tiểu của đồ thị hàm số đã cho có hoành độ là các số 

dương. 

  Các điểm cực đại, cực tiểu của đồ thị hàm số đã cho có hoành độ là các số dương 

 PT y m x x m = 2' 3( 2) 6 0     có 2 nghiệm dương phân biệt 

 

a m

m m
m m m

m
m m mP

m m m

S
m

2

( 2) 0

' 9 3 ( 2) 0
' 2 3 0 3 1

0 0 3 20
3( 2) 2 0 2

3
0

2




   
             
  

            
     

 
 

. 

Câu 20. Cho hàm số y x x3 2–3 2         (1) 

 1) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị của hàm số (1). 

 2) Tìm điểm M thuộc đường thẳng d: y x3 2  sao tổng khoảng cách từ M tới hai điểm cực trị nhỏ 

nhất. 

  Các điểm cực trị là: A(0; 2), B(2; –2). 

 Xét biểu thức g x y x y( , ) 3 2    ta có:  

  A A A A B B B Bg x y x y g x y x y( , ) 3 2 4 0; ( , ) 3 2 6 0            

  2 điểm cực đại và cực tiểu nằm về hai phía của đường thẳng d: y x3 2  . 

 Do đó  MA + MB nhỏ nhất  3 điểm A, M, B thẳng hàng  M là giao điểm của d và AB. 

 Phương trình đường thẳng AB: y x2 2    

Tọa độ điểm M là nghiệm của hệ: 

4

3 2 5

2 2 2

5

x
y x

y x
y


  

 
    



 
4 2

;
5 5

M
 
 
 

. 

Câu 21. Cho hàm số y x m x m x m3 2(1–2 ) (2– ) 2       (m là tham số) (1). 

 1) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị hàm số (1) khi m = 2. 

 2) Tìm các giá trị của m để đồ thị hàm số (1) có điểm cực đại, điểm cực tiểu, đồng thời hoành độ của 

điểm cực tiểu nhỏ hơn 1. 

  y x m x m g x23 2(1 2 ) 2 ( )       

 YCBT  phương trình y 0  có hai nghiệm phân biệt x x1 2, thỏa mãn: x x1 2 1  . 
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   

m m

g m

S m

24 5 0

(1) 5 7 0

2 1
1

2 3

     
    


  


  m
5 7

4 5
  . 

Câu 22. Cho hàm số   3 2 2 33 3( 1)y x mx m x m m         (1) 

 1) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị của hàm số (1) khi m = 1. 

 2) Tìm m để hàm số (1) có cực trị đồng thời khoảng cách từ điểm cực đại của đồ thị hàm số đến gốc 

tọa độ O bằng 2  lần khoảng cách từ điểm cực tiểu của đồ thị hàm số đến gốc tọa độ O. 

  Ta có 2 23 6 3( 1)   y x mx m  

 Hàm số (1) có cực trị thì PT 0y   có 2 nghiệm phân biệt 

 2 22 1 0x mx m      có 2 nhiệm phân biệt 1 0, m     

 Khi đó: điểm cực đại  A m m( 1;2 2 )   và điểm cực tiểu B m m( 1; 2 2 )    

 Ta có  
2

3 2 2
2 6 1 0

3 2 2

m
OA OB m m

m

   
      

  

. 

Câu 23. Cho hàm số y x mx m x m m3 2 2 3 23 3(1 )         (1) 

 1) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị của hàm số (1) khi m 1 . 

 2) Viết phương trình đường thẳng qua hai điểm cực trị của đồ thị hàm số (1). 

  y x mx m2 23 6 3(1 )     .  

 PT y 0  có m1 0,      Đồ thị hàm số (1) luôn có 2 điểm cực trị x y x y1 1 2 2( ; ), ( ; ) . 

 Chia y cho y ta được: 
m

y x y x m m21
2

3 3

 
     

 
 

 Khi đó: y x m m2
1 12   ;  y x m m2

2 22    

 PT đường thẳng qua hai điểm cực trị của đồ thị hàm số (1) là y x m m22   . 

Câu 24. Cho hàm số 3 23 2y x x mx      có đồ thị là (Cm). 

 1) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị của hàm số khi m = 1. 

 2) Tìm m để (Cm) có các điểm cực đại, cực tiểu và đường thẳng đi qua các điểm cực trị song song với 

đường thẳng d: y x4 3   . 

 Ta có: 2' 3 6  y x x m . 

 Hàm số có CĐ, CT 2' 3 6 0y x x m      có 2 nghiệm phân biệt 1 2;x x  

       ' 9 3 0 3m m        (*) 

 Gọi hai điểm cực trị là    1 21 2; ; ;A B xy yx  

 Thực hiện phép chia y cho y ta được: 
1 1 2

' 2 2
3 3 3 3

m m
y x y x

     
          
     

 

       1 1 1 22 2

2 2
2 2 ; 2 2

3 3 3 3

       
              
     

 


 


y y x y y
m

x
m m m

x x  

   Phương trình đường thẳng đi qua 2 điểm cực trị là d:
2

2 2
3 3

m m
y x

   
       

   
 

 Đường thẳng đi qua các điểm cực trị song song với d: y x4 3    
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2
2 4

3
3

2 3
3

m

m
m

  
    
  

  
     

 (thỏa mãn). 

Câu 25. Cho hàm số 3 23 2y x x mx      có đồ thị là (Cm). 

 1) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị của hàm số khi m = 1. 

 2) Tìm m để (Cm) có các điểm cực đại, cực tiểu và đường thẳng đi qua các điểm cực trị tạo với đường 

thẳng d: x y4 –5 0   một góc 045 . 

  Ta có: 2' 3 6  y x x m . 

 Hàm số có CĐ, CT 2' 3 6 0y x x m      có 2 nghiệm phân biệt 1 2;x x  

       ' 9 3 0 3m m        (*) 

 Gọi hai điểm cực trị là    1 21 2; ; ;A B xy yx  

 Thực hiện phép chia y cho y ta được: 
1 1 2

' 2 2
3 3 3 3

m m
y x y x

     
          
     

 

       1 1 1 22 2

2 2
2 2 ; 2 2

3 3 3 3

       
              
     

 


 


y y x y y
m

x
m m m

x x  

   Phương trình đường thẳng đi qua 2 điểm cực trị là :
2

2 2
3 3

m m
y x

   
       

   
 

 Đặt 
2

2
3

m
k

 
   

 
. Đường thẳng d: x y4 –5 0   có hệ số góc bằng 

1

4
 . 

 Ta có: 

3 391 11
1

5 104 44tan 45
1 1 1 5 1

1 1
4 4 4 3 2

k mk kk

k k k k m

 
      

    
         
  

 

 Kết hợp điều kiện (*), suy ra giá trị m cần tìm là: 
1

2
m   . 

Câu 26. Cho hàm số  y x x m3 23    (1) 

 1) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị của hàm số (1) khi m 4  . 

 2) Xác định m để đồ thị của hàm số (1) có hai điểm cực trị  A, B sao cho 
·
AOB 0120 . 

 Ta có: y x x23 6  ;  
x y m

y
x   y m

2 4
0

0

          
 

 Vậy hàm số có hai điểm cực trị A(0 ; m) và B(2 ; m + 4) 

 OA m  OB m(0; ), ( 2; 4)   
uur uur

. Để 
·
AOB 0120 thì AOB

1
cos

2
   

 

 
  mm m

m m m m
m m

m m

2 2
2

2 2

4 0( 4) 1
4 ( 4) 2 ( 4)

2 3 24 44 0
4 ( 4)

  
          

   

 

 

m

m
m

4 0
12 2 3

12 2 3
3

3

  
 

    




. 

Câu 27. Cho hàm số  y x mx m x m3 2 2 3–3 3( –1) –   (Cm) 

 1) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị của hàm số (1) khi m 2  . 

 2) Chứng minh rằng (Cm) luôn có điểm cực đại và điểm cực tiểu lần lượt chạy trên mỗi đường thẳng 
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cố định. 

  y x mx m2 23 6 3( 1)    ; 
x m

y
x m

1
0

1

      
 

 Điểm cực đại M m m( –1;2–3 )  chạy trên đường thẳng cố định: 
1

2 3

x t

y t

  


 
 

 Điểm cực tiểu N m m( 1; 2– )  chạy trên đường thẳng cố định:  
1

2 3

x t

y t

 


  
 

Câu 28. Cho hàm số y x mx4 21 3

2 2
     (1) 

 1) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị của hàm số (1) khi m 3 . 

 2) Xác định m để đồ thị của hàm số (1) có cực tiểu mà không có cực đại. 

  y x mx x x m3 22 2 2 ( )    .  
x

y
x m2

0
0

   


 

 Đồ thị của hàm số (1) có cực tiểu mà không có cực đại  PT y 0  có 1 nghiệm  m 0 . 

Câu 29. Cho hàm số 4 2 2( ) 2( 2) 5 5      y f x x m x m m  mC( ) . 

 1) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị  (C) hàm số khi  m = 1. 

 2) Tìm các giá trị của m để đồ thị mC( )  của hàm số có các điểm cực đại, cực tiểu tạo thành 1 tam 

giác vuông cân. 

  Ta có   3

2

0
4 4( 2) 0

2


      

 

x
f x x m x

x m
 

 Hàm số có CĐ, CT  PT f x( ) 0   có 3 nghiệm phân biệt  m 2     (*) 

 Khi đó toạ độ các điểm cực trị là:      A m m B m m C m m20; 5 5 , 2 ;1 , 2 ;1        

     AB m m m AC m m m2 22 ; 4 4 , 2 ; 4 4          
uur uuur

 

 Do ABC luôn cân tại A, nên bài toán thoả mãn khi ABC vuông tại A  

     1120.
3

 mmACAB  (thoả (*)) 

Câu 30. Cho hàm số  mCmmxmxy 55)2(2 224   

 1) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị hàm số khi m = 1. 

 2) Với những giá trị nào của m thì đồ thị (Cm) có điểm cực đại và điểm cực tiểu, đồng thời các điểm 

cực đại và điểm cực tiểu lập thành một tam giác đều. 

  Ta có   3

2

0
4 4( 2) 0

2


      

 

x
f x x m x

x m
 

 Hàm số có CĐ, CT  PT f x( ) 0   có 3 nghiệm phân biệt  m 2    (*) 

 Khi đó toạ độ các điểm cực trị là:      A m m B m m C m m20; 5 5 , 2 ;1 , 2 ;1        

     AB m m m AC m m m2 22 ; 4 4 , 2 ; 4 4          
uur uuur

 

 Do ABC luôn cân tại A, nên bài toán thoả mãn khi A 060   A
1

cos
2

  

   
AB AC

AB AC

. 1

2.
   3 32 m . 

 Câu hỏi tương tự đối với hàm số: y x m x m4 24( 1) 2 1      
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 TRANG 10 

Câu 31.  Cho hàm số y x mx m m4 2 22     có đồ thị (Cm) . 

 1) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị hàm số khi m = –2. 

 2) Với những giá trị nào của m thì đồ thị (Cm) có ba điểm cực trị, đồng thời ba điểm cực trị đó lập 

thành một tam giác có một góc bằng 0120 . 

  Ta có y x mx34 4   ;  
x          

y x x m
x m

2 0
0 4 ( ) 0

 
      

  

 (m < 0) 

 Khi đó các điểm cực trị là:    A m m B m m C m m2(0; ), ; , ;     

 AB m m2( ; )  
uur

;  AC m m2( ; )   
uuur

. ABC cân tại A nên góc 120o  chính là 
µ
A . 

 
µ
A 120 o AB AC m m m

A
m mAB AC

4

4

1 . 1 . 1
cos

2 2 2.

   
        



uur uuur

uur uuur  

 

m       loaïi
m m

m m m m m m
mm m

4
4 4 4

4
3

0 ( )
1

12 2 3 0
2

3

 
           

 


 

 Vậy m
3

1

3
  . 

 

Câu 32.  Cho hàm số y x mx m4 22 1     có đồ thị (Cm) . 

 1) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị hàm số khi m = 1. 

 2) Với những giá trị nào của m thì đồ thị (Cm) có ba điểm cực trị, đồng thời ba điểm cực trị đó lập 

thành một tam giác có bán kính đường tròn ngoại tiếp bằng 1. 

  Ta có 
x

y x mx x x m
x m

3 2
2

0
4 4 4 ( ) 0

       


 

 Hàm số đã cho có ba điểm cực trị PT y 0  có ba nghiệm phân biệt và y   đổi dấu khi x  đi qua 

các nghiệm đó m 0  . Khi đó ba điểm cực trị của đồ thị (Cm) là: 

      A m B m m m C m m m2 2(0; 1), ; 1 , ; 1         

ABC B A C BS y y x x m m21
.

2
   

V ; AB AC m m BC m4 , 2     

 
ABC

m
AB AC BC m m m

R m m
S mm m

4
3

2

1
. . ( )2

1 1 2 1 0 5 1
4 4

2

 
          

 


V

 

 Câu hỏi tương tự: 

  a) y x mx4 22 1     ĐS: m m
1 5

1,
2

 
   

 

Câu 33.  Cho hàm số y x mx m m4 2 42 2     có đồ thị (Cm) . 

 1) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị hàm số khi m = 1. 

 2) Với những giá trị nào của m thì đồ thị (Cm) có ba điểm cực trị, đồng thời ba điểm cực trị đó lập 

thành một tam giác có diện tích bằng 4. 

  Ta có 
3

2

0
' 4 4 0

( ) 0

x
y x mx

g x x m


    

  
 

 Hàm số có 3 cực trị ' 0y   có 3 nghiệm phân biệt 0 0g m m       (*) 
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 TRANG 11 

 Với điều kiện (*), phương trình y 0 có 3 nghiệm 1 2 3; 0;   x m x x m . Hàm số đạt cực trị tại 

1 2 3; ;x x x . Gọi    4 4 2 4 2(0;2 ); ; 2 ; ; 2     A m m B m m m m C m m m m  là 3 điểm cực trị của 

(Cm) .  

 Ta có: 2 2 4 2; 4AB AC m m BC m ABC      cân đỉnh A 

 Gọi M là trung điểm của BC M m m m AM m m4 2 2 2(0; 2 )       

 Vì ABC  cân tại A nên AM cũng là đường cao, do đó: 

   ABCS AM BC m m m m m

5
2 5 52

1 1
. . . 4 4 4 16 16

2 2           

 Vậy m 516 . 

 Câu hỏi tương tự: 

 a) y x m x4 2 22 1   , S = 32 ĐS: m 2   

 

 

CHỦ ĐỀ 3: SỰ TƯƠNG GIAO 

  

Câu 34. Cho hàm số y = x3 + 3x2 + mx + 1   (m là tham số)    (1) 

 1) Khảo sát và vẽ đồ thị hàm số khi m = 3. 

 2) Tìm m để đường thẳng d: y = 1 cắt đồ thị hàm số (1) tại ba điểm phân biệt A(0; 1), B, C sao cho 

các tiếp tuyến của đồ thị hàm số (1) tại B và C vuông góc với nhau. 

  PT hoành độ giao điểm của (1) và d: x x mx x x x m3 2 23 1 1 ( 3 ) 0         

 d cắt (1) tại 3 điểm phân biệt A(0; 1), B, C  
9

, 0
4

 m m  

 Khi đó: B Cx x,  là các nghiệm của PT: x x m2 3 0     B C B Cx x x x m3; .     

 Hệ số góc của tiếp tuyến tại B là B Bk x x m2
1 3 6    và tại C là C Ck x x m2

2 3 6    

 Tiếp tuyến của (C) tại B và C vuông góc với nhau  k k1 2. 1    m m24 9 1 0    

            
9 65 9 65

8 8

 
  m m  

Câu 35. Cho hàm số y x x3 –3 1   có đồ thị (C) và đường thẳng (d): y mx m 3   . 

 1) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị (C) của hàm số. 

 2) Tìm m để (d) cắt (C) tại M(–1; 3), N, P sao cho tiếp tuyến của (C) tại N và P vuông góc với nhau. 

  Phương trình hoành độ giao điểm của (C) và (d): x m x m3 –( 3) – –2 0   

   x x x m2( 1)( – – –2) 0    
x y

g x x x m2

1( 3)

( ) 2 0

   


    
 

 d cắt (1) tại 3 điểm phân biệt M(–1; 3), N, P   
9

, 0
4

  m m  

 Khi đó: N Px x,  là các nghiệm của PT: x x m2 2 0      N P N Px x x x m1; . 2      

 Hệ số góc của tiếp tuyến tại N là Nk x2
1 3 3   và tại P là Pk x2

2 3 3   

 Tiếp tuyến của (C) tại N và P vuông góc với nhau  k k1 2. 1    m m29 18 1 0    

            
3 2 2 3 2 2

3 3

   
  m m  
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 TRANG 12 

Câu 36. Cho hàm số y x x3 23 4      (C) 

 1) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị (C) của hàm số. 

 2) Gọi (d) là đường thẳng đi qua điểm A(2; 0) có hệ số góc k. Tìm k để (d) cắt (C) tại ba điểm phân 

biệt A, M, N sao cho hai tiếp tuyến của (C) tại M và N vuông góc với nhau. 

  PT đường thẳng (d): y k x( 2)   

 +  PT hoành độ giao điểm của (C) và (d): x x k x3 23 4 ( 2)     

   x x x k2( 2)( 2 ) 0       Ax x

g x x x k2

2

( ) 2 0

  


    
 

 + (d) cắt (C) tại 3 điểm phân biệt A, M, N  PT g x( ) 0  có 2 nghiệm phân biệt, khác 2 

   
0 9

0
(2) 0 4

k
f

 
   


  (*) 

 + Theo định lí Viet ta có: 
1

2

M N

M N

x x

x x k

 


  
 

 + Các tiếp tuyến tại M và N vuông góc với nhau M Ny x y x( ). ( ) 1     

   2 2(3 6 )(3 6 ) 1   M M N Nx x x x   k k29 18 1 0  
3 2 2

3
k

 
    (thoả (*)) 

 

Câu 37. Cho hàm số  y x x3 3    (C) 

 1) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị (C) của hàm số. 

 2) Chứng minh rằng khi m thay đổi, đường thẳng (d): y m x( 1) 2    luôn cắt đồ thị (C) tại một 

điểm M cố định và xác định các giá trị của m để (d) cắt (C) tại 3 điểm phân biệt M, N, P sao cho tiếp 

tuyến của (C) tại N và P vuông góc với nhau. 

  PT hoành độ giao điểm x x x m2( 1)( 2 ) 0      (1)  
x

x x m2

1 0

2 0 (2)

  


   
  

 (1) luôn có 1 nghiệm x 1   ( y 2 )  (d) luôn cắt (C) tại điểm M(–1; 2). 

(d) cắt (C) tại 3 điểm phân biệt   (2) có 2 nghiệm phân biệt, khác –1  

9

4

0

m

m


 


 

(*) 

 Tiếp tuyến tại N, P vuông góc  '( ). '( ) 1N Py x y x     m
3 2 2

3

 
  (thoả (*)) 

 

Câu 38. Cho hàm số y x mx m x m3 2 2 23 3( 1) ( 1)        ( m  là tham số)      (1). 

 1) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị của hàm số (1) khi m 0.  

 2) Tìm các giá trị của m để đồ thị hàm số (1) cắt trục hoành tại 3 điểm phân biệt có hoành độ dương. 

  Để ĐTHS (1) cắt trục hoành tại 3 điểm phân biệt có hoành độ dương, ta phải có: 

   CÑ CT

CÑ CT

coù cöïc trò

y y

x x

a y

(1) 2

. 0

0, 0

. (0) 0


 


 


  (*)  

 Trong đó: + y x mx m x m3 2 2 23 3( 1) ( 1)        y x mx m2 23 6 3( 1)      

   + 
y

m m m2 2 1 0 0,

       
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 TRANG 13 

   + CÑ

CT

x m x
y

x m x

1
0

1

   
     

 

 Suy ra: (*) 

m

m
m

m m m m

m

2 2 2

2

1 0

1 0
3 1 2

( 1)( 3)( 2 1) 0

( 1) 0

  
  

    
    

  

 

 

Câu 39. Cho hàm số 
3 21 2

3 3
y x mx x m      có đồ thị mC( ) . 

 1) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị của hàm số khi m = –1. 

 2) Tìm m để mC( ) cắt trục hoành tại 3 điểm phân biệt có tổng bình phương các hoành độ lớn hơn 15. 

  YCBT  x mx x m3 21 2
0

3 3
      (*) có 3 nghiệm phân biệt thỏa x x x2 2 2

1 2 3 15   . 

 Ta có: (*) x x m x m2( 1)( (1 3 ) 2 3 ) 0         
x

g x x m x m2

1

( ) (1 3 ) 2 3 0

 


     
 

 Do đó: YCBT  g x( ) 0  có 2 nghiệm x x1 2,  phân biệt khác 1 và thỏa x x2 2
1 2 14  . 

          m 1   

 Câu hỏi tương tự đối với hàm số: 
3 23 3 3 2y x mx x m      

 

Câu 40. Cho hàm số mxxxy  93 23 , trong đó m  là tham số thực. 

 1) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị (C) của hàm số đã cho khi 0m . 

 2) Tìm tất cả các giá trị của tham số m  để đồ thị hàm số đã cho cắt trục hoành tại 3 điểm phân biệt có 

hoành độ lập thành cấp số cộng. 

  Đồ thị hàm số cắt trục hoành tại 3 điểm phân biệt có hoành độ lập thành cấp số cộng 

 Phương trình 3 23 9 0   x x x m  có 3 nghiệm phân biệt lập thành cấp số cộng 

Phương trình 3 23 9x x x m     có 3 nghiệm phân biệt lập thành cấp số cộng 

 Đường thẳng y m   đi qua điểm uốn của đồ thị (C) 

 .11 11m m      

 

Câu 41. Cho hàm số y x mx x3 23 9 7     có đồ thị (Cm), trong đó m  là tham số thực. 

 1) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị (C) của hàm số đã cho khi 0m . 

 2) Tìm m  để (Cm) cắt trục hoành tại 3 điểm phân biệt có hoành độ lập thành cấp số cộng. 

  Hoành độ các giao điểm là nghiệm của phương trình: x mx x3 23 9 7 0      (1) 

 Gọi hoành độ các giao điểm lần lượt là  x x x1 2 3; ;  ta có: x x x m1 2 3 3    

 Để   x x x1 2 3; ;  lập thành cấp số cộng thì x m2   là nghiệm của phương trình (1) 

    m m32 9 7 0       

m

m

m

1

1 15

2

1 15

2


 


 
 

  




 

  Thử lại ta có m
1 15

2

 
  là giá trị cần tìm. 
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Câu 42. Cho hàm số 3 23y x mx mx    có đồ thị (Cm), trong đó m  là tham số thực. 

 1) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị (C) của hàm số đã cho khi m 1 . 

 2) Tìm m  để (Cm) cắt đường thẳng d: y x 2   tại 3 điểm phân biệt có hoành độ lập thành cấp số 

nhân. 

  Xét phương trình hoành độ giao điểm của (Cm) và d:  

                 3 2 3 23 2 3 1 2 0x mx mx x g x x mx m x            

 Đk cần: Giả sử (C) cắt d tại 3 điểm phân biệt có hoành độ 1 2 3; ;x x x  lần lượt lập thành cấp số nhân. 

Khi đó ta có:      1 2 3g x x x x x x x     

 Suy ra: 

1 2 3

1 2 2 3 1 3

1 2 3

3

1

2

x x x m

x x x x x x m

x x x

  


    
 

 

 Vì 
2 3 3

1 3 2 2 22 2x x x x x      nên ta có: 3

3

5
1 4 2.3

3 2 1
m m m      


 

 Đk đủ: Với 
3

5

3 2 1
m  


, thay vào tính nghiệm thấy thỏa mãn. 

 Vậy 
3

5

3 2 1
m  


 

 

Câu 43. Cho hàm số y x mx m x3 22 ( 3) 4      có đồ thị là (Cm) (m là tham số). 

 1) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị (C1) của hàm số trên khi m = 1. 

 2) Cho đường thẳng (d): y x 4   và điểm K(1; 3). Tìm các giá trị của m để (d) cắt (Cm) tại ba điểm 

phân biệt A(0; 4), B, C sao cho tam giác KBC có diện tích bằng 8 2 . 

  Phương trình hoành độ giao điểm của (Cm) và d là: 

  x mx m x x x x mx m3 2 22 ( 3) 4 4 ( 2 2) 0            

x y

g x x mx m   2

0 ( 4)

( ) 2 2 0 (1)

  
 

    
 

 (d) cắt (Cm) tại ba điểm phân biệt A(0; 4), B, C  (2) có 2 nghiệm phân biệt khác 0. 

 
m mm m
mg m

/ 2 1 22 0
2(0) 2 0

          
    

 (*) 

 Khi đó: B C B Cx x m x x m2 ; . 2     . 

 Mặt khác: d K d
1 3 4

( , ) 2
2

 
  .  Do đó: 

  KBCS BC d K d BC BC21
8 2 . ( , ) 8 2 16 256

2         

 B C B Cx x y y2 2( ) ( ) 256      B C B Cx x x x2 2( ) (( 4) ( 4)) 256        

 B C B C B Cx x x x x x2 22( ) 256 ( ) 4 128        

 m m m m m2 2 1 137
4 4( 2) 128 34 0

2


          (thỏa (*)).  

 Vậy m
1 137

2


 . 
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Câu 44. Cho hàm số y x x3 23 4    có đồ thị là (C). 

 1) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị (C) của hàm số. 

 2) Gọi kd  là đường thẳng đi qua điểm A( 1;0)  với hệ số góc k k( )¡ . Tìm k  để đường thẳng kd  

cắt đồ thị (C) tại ba điểm phân biệt A, B, C và 2 giao điểm B, C cùng với gốc toạ độ O  tạo thành một 

tam giác có diện tích bằng 1. 

  Ta có: kd y kx k:     kx y k 0    

 Phương trình hoành độ giao điểm của (Cm) và d là:  

  x x kx k x x k x3 2 23 4 ( 1) ( 2) 0 1               hoặc x k2( 2)   

 kd  cắt (C) tại 3 điểm phân biệt 
k

k

0

9

 
 


 

 Khi đó các giao điểm là    A B k k k k C k k k k( 1;0), 2 ;3 , 2 ;3     . 

  
k

k
BC k k d O BC d O d

k

2

2
2 1 , ( , ) ( , )

1

   



 

  
OBC

k
S k k k k k k

k

2 3

2

1
. .2 . 1 1 1 1 1

2 1
         



 

 

Câu 45. Cho hàm số y x x3 23 2    có đồ thị là (C). 

 1) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị (C) của hàm số. 

 2) Gọi E là tâm đối xứng của đồ thị (C). Viết phương trình đường thẳng qua E và cắt (C) tại ba điểm 

E, A, B phân biệt sao cho diện tích tam giác OAB bằng 2 . 

  Ta có: E(1; 0). PT đường thẳng  qua E có dạng y k x( 1)  . 

 PT hoành độ giao điểm của (C) và : x x x k2( 1)( 2 2 ) 0      

  cắt (C) tại 3 điểm phân biệt  PT x x k2 2 2 0     có hai nghiệm phân biệt khác 1  

 k 3   

 OABS d O AB k k
1

( , ). 3
2       k k 3 2    

k

k

1

1 3

  


  
 

 Vậy có 3 đường thẳng thoả YCBT:  y x y x1; 1 3 ( 1)       . 

 

Câu 46. Cho hàm số y x mx3 2      có đồ thị (Cm)  

 1) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị của hàm số khi m = –3. 

 2) Tìm m để đồ thị (Cm) cắt trục hoành tại một điểm duy nhất. 

  Phương trình hoành độ giao điểm của (Cm) với trục hoành: 

  x mx3 2 0   m x x
x

2 2
( 0)      

 Xét hàm số: 
x

f x x f x x
x x x

3
2

2 2

2 2 2 2
( ) '( ) 2

 
         

  Ta có bảng biến thiên: 

x

f x( )

f x( )

 0 1 

0+ + –

–3





   
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 TRANG 16 

 Đồ thị (Cm) cắt trục hoành tại một điểm duy nhất m 3  . 

 

Câu 47. Cho hàm số y x m x mx3 22 3( 1) 6 2        có đồ thị (Cm)  

 1) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị của hàm số khi m = 1. 

 2) Tìm m để đồ thị (Cm) cắt trục hoành tại một điểm duy nhất. 

  m1 3 1 3     

 

Câu 48. Cho hàm số y x x x3 26 9 6     có đồ thị là (C). 

 1) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị (C) của hàm số. 

 2) Định m để đường thẳng d y mx m( ) : 2 4    cắt đồ thị (C) tại ba điểm phân biệt. 

  PT hoành độ giao điểm của (C) và (d): x x x mx m3 26 9 6 2 4       

   x x x m2( 2)( 4 1 ) 0       
x

g x x x m2

2

( ) 4 1 0

 


    
 

 (d) cắt (C) tại ba điểm phân biệt  PT g x( ) 0  có 2 nghiệm phân biệt khác 2  m 3   

 

Câu 49. Cho hàm số y x x3 2–3 1  . 

 1) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị (C) của hàm số. 

 2) Tìm m để đường thẳng (): y m x m(2 1) –4 –1   cắt đồ thị (C) tại đúng hai điểm phân biệt. 

  Phương trình hoành độ giao của (C) và (): x x m x m3 2–3 –(2 –1) 4 2 0    

   x x x m2( 2)( – –2 –1) 0   
x

f x x x m2

2

( ) 2 1 0 (1)

 
 

    
 

 () cắt (C) tại đúng 2 điểm phân biệt  (1) phải có nghiệm x x1 2,  thỏa mãn:
x x

x x
1 2

1 2

2

2

  
  

 

  

b

a

f

0

2
2

0

(2) 0





 

  
 
 

  

m

m

m

8 5 0

1
2

2
8 5 0

2 1 0

  

 
  
   

  
m

m

5

8
1

2


 


 


 

 Vậy: m
5

8
   ; m

1

2
 . 

 

Câu 50. Cho hàm số 
3 23 2y x m x m     có đồ thị (Cm). 

 1) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị của hàm số khi m = 1. 

 2) Tìm m để đồ thị (Cm) cắt trục hoành tại đúng hai điểm phân biệt. 

  Để (Cm) cắt trục hoành tại đúng hai điểm phân biệt thì (Cm) phải có 2 điểm cực trị 

  0y  có 2 nghiệm phân biệt 2 23 3 0x m    có 2 nghiệm phân biệt  0m   

 Khi đó ' 0y x m    .  

  (Cm) cắt Ox tại đúng 2 điểm phân biệt  yCĐ = 0 hoặc yCT = 0 

 Ta có:  + 3( ) 0 2 2 0 0y m m m m        (loại) 

   + 3( ) 0 2 2 0 0 1y m m m m m           

 Vậy: 1m    

 

Câu 51. Cho hàm số y x mx m4 2 1     có đồ thị là  mC  
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 TRANG 17 

 1) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị (C) của hàm số khi m 8 . 

 2) Định m để đồ thị  mC  cắt trục trục hoành tại bốn điểm phân biệt. 

  
m

m

1

2

 



 

 

Câu 52. Cho hàm số  4 22 1 2 1y x m x m      có đồ thị là  mC . 

 1) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị của hàm số đã cho khi 0m . 

 2) Định m  để đồ thị  mC  cắt trục hoành tại 4 điểm phân biệt có hoành độ lập thành cấp số cộng. 

   Xét phương trình hoành độ giao điểm:  4 22 1 2 1 0x m x m        (1) 

 Đặt 2 , 0t x t   thì (1) trở thành:  2( ) 2 1 2 1 0f t t m t m      . 

 Để (Cm) cắt Ox tại 4 điểm phân biệt thì f t( ) 0  phải có 2 nghiệm dương phân biệt  

   

2' 0 1

2 1 0 2

02 1 0

m
m

S m

mP m

   
  

     
    

 (*) 

 Với (*), gọi 1 2t t  là 2 nghiệm của f t( ) 0 , khi đó hoành độ giao điểm của (Cm) với Ox lần lượt là: 

1 2 2 1 3 1 4 2; ; ;x t x t x t x t       

 x x x x1 2 3 4, , ,  lập thành cấp số cộng 2 1 3 2 4 3 2 19x x x x x x t t         

     
4

5 4 4
1 9 1 5 4 1 4

5 4 4
9


                 



m
m m

m m m m m m
m m m

 

Vậy 
4

4;
9

m
 

  
 

 

 Câu hỏi tương tự đối với hàm số  y x m x m4 22( 2) 2 3        ĐS: m m
13

3,
9

   . 

 

Câu 53. Cho hàm số y x m x m4 2–(3 2) 3     có đồ thị là (Cm), m là tham số. 

 1) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị của hàm số khi m = 0. 

 2) Tìm m để đường thẳng y 1   cắt đồ thị (Cm) tại 4 điểm phân biệt đều có hoành độ nhỏ hơn 2. 

  Phương trình hoành độ giao điểm của (Cm) và đường thẳng y 1  :  

  x m x m4 2–(3 2) 3 1      x m x m4 2–(3 2) 3 1 0     
x

x m2

 1 

3 1 (*)

  


 
 

 Đường thẳng y 1  cắt (Cm) tại 4 điểm phân biệt có hoành độ nhỏ hơn 2 khi và chỉ khi phương trình 

(*) có hai nghiệm phân biệt khác 1 và nhỏ hơn 2 

   
m

m

0 3 1 4

3 1 1

   


 

   
m

m

1
1

3

0


  

 

 

 

Câu 54. Cho hàm số   4 22 1 2 1y x m x m      có đồ thị là (Cm), m là tham số. 

 1) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị của hàm số khi m = 0. 

 2) Tìm m để đồ thị (Cm) cắt trục hoành tại 3 điểm phân biệt đều có hoành độ nhỏ hơn 3. 

  Xét phương trình hoành độ giao điểm:  4 22 1 2 1 0x m x m       (1) 
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 Đặt 2 , 0t x t   thì (1) trở thành:  2( ) 2 1 2 1 0f t t m t m      . 

 (Cm) cắt Ox tại 3 điểm phân biệt có hoành độ nhỏ hơn 3 

   f t  có 2 nghiệm phân biệt 
1 2,t t  sao cho: 

1 2

1 2

0 3

0 3

t t

t t

  


  
 

  

 

 

 

2

2
' 0

' 0
3 4 4 0 1

(0) 2 1 0 1
22 1 0

2 1 3
2 1 0

  
   

   
         

         

m
m

f m
f m m m

S m
S m

P m

 

 Vậy:  
1

1
2

m m    . 

 

Câu 55. Cho hàm số 4 2 2 42 2y x m x m m     (1), với m là tham số. 

 1) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị của hàm số (1) khi 1m  .. 

 2) Chứng minh đồ thị hàm số (1) luôn cắt trục Ox tại ít nhất hai điểm phân biệt, với mọi 0m  . 

  Phương trình hoành độ giao điểm của đồ thị (1) và trục Ox: 

  
4 2 2 42 2 0x m x m m     (1) 

 Đặt  2 0t x t  , (1) trở thành : 
2 2 42 2 0t m t m m     (2) 

 Ta có : ' 2 0m     và 
22 0S m   với mọi 0m  . Nên (2) có nghiệm dương 

  (1) có ít nhất 2 nghiệm phân biệt  đồ thị hàm số (1) luôn cắt trục Ox tại ít nhất hai điểm phân 

biệt. 

Câu 56. Cho hàm số 
x

y
x

2 1

2





 có đồ thị là (C). 

 1) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị (C) của hàm số. 

 2) Chứng minh rằng đường thẳng d: y x m    luôn cắt đồ thị (C) tại hai điểm phân biệt A, B. Tìm 

m để đoạn AB có độ dài nhỏ nhất. 

  PT hoành độ giao điểm của (C) và d: 
x

x m
x

2 1

2


  


  

       
x

f x x m x m2

2

( ) (4 ) 1 2 0 (1)

  


     
 

 Do (1) có m2 1 0     và f m m m2( 2) ( 2) (4 ).( 2) 1 2 3 0,             

 nên đường thẳng d luôn luôn cắt đồ thị (C ) tại hai điểm phân biệt A, B. 

 Ta có: A A B By m x y m x;     nên B A B AAB x x y y m2 2 2 2( ) ( ) 2( 12)       

 Suy ra AB ngắn nhất  AB2  nhỏ nhất  m 0 . Khi đó: AB 24 . 

 Câu hỏi tương tự đối với hàm số:  

  a) 
2

1

x
y

x





   ĐS: m = 2  b) 

x
y

x

1

2


   ĐS: m

1

2
  

    

Câu 57. Cho hàm số 
3

1

x
y

x





. 

 1) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị (C) của hàm số. 

 2) Viết phương trình đường thẳng d qua điểm ( 1;1)I  và cắt đồ thị (C) tại hai điểm M, N  sao cho I  

là trung điểm của đoạn MN. 

  Phương trình đường thẳng  : 1 1d y k x    
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 d cắt (C) tại 2 điểm phân biệt M, N 
3

1
1


   



x
kx k

x
 có 2 nghiệm phân biệt khác 1 . 

  2( ) 2 4 0    f x kx kx k  có 2 nghiệm phân biệt khác 1  

  

0

4 0 0

( 1) 4 0



     
   

k

k k

f

 

 Mặt khác: 2 2M N Ix x x      I là trung điểm MN với 0k  . 

 Kết luận: Phương trình đường thẳng cần tìm là 1y kx k    với 0k  . 

 

Câu 58. Cho hàm số 
2 4

1

x
y

x





   (C). 

 1) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị (C) của hàm số. 

 2) Gọi (d) là đường thẳng qua A(1; 1) và có hệ số góc k. Tìm k để (d) cắt (C) tại hai điểm M, N sao 

cho 3 10MN  . 

  Phương trình đường thẳng ( ) : ( 1) 1.d y k x    

 Bài toán trở thành: Tìm k để hệ phương trình sau có hai nghiệm 1 1 2 2( ; ), ( ; )x y x y  phân biệt sao cho 

   
2 2

2 1 2 1 90   x x y y  (a) 

  

2 4
( 1) 1

1

( 1) 1


  

 
   

x
k x

x

y k x

    (I).  Ta có: 

2 (2 3) 3 0
( )

( 1) 1

kx k x k
I

y k x

     
 

  
 

(I) có hai nghiệm phân biệt  PT 2 (2 3) 3 0 ( )    kx k x k b  có hai nghiệm phân biệt.   

3
0, .

8
k k   

 Ta biến đổi (a) trở thành:    
2 22 2

2 1 2 1 2 1(1 ) 90 (1 ) 4 90         k x x k x x x x    (c) 

 Theo định lí Viet cho (b) ta có: 1 2 1 2

2 3 3
, ,

k k
x x x x

k k

 
   thế vào (c) ta có phương trình: 

 3 2 28 27 8 3 0 ( 3)(8 3 1) 0k k k k k k          

   
3 41 3 41

3; ;
16 16

   
    k k k . 

 Kết luận: Vậy có 3 giá trị của k thoả mãn như trên. 

 

Câu 59. Cho hàm số  
2 2

1

x
y

x





  (C). 

 1) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị (C) của hàm số. 

 2) Tìm m để đường thẳng (d): y x m2   cắt (C) tại hai điểm phân biệt A, B sao cho 5AB . 

  PT  hoành độ giao điểm: 
2 2

2
1


 



x
x m

x
  x mx m x22   2 0 ( 1)           (1) 

 d cắt (C) tại 2 điểm phân biệt A, B  (1) có 2 nghiệm phân biệt x x1 2,  khác –1  

   m m2 8 16 0      (2) 

 Khi đó ta có:  
1 2

1 2

2

2

2

m
x x

m
x x


  


 



. Gọi    A x x m B x x m1 1 2 2;2   , ;2    . 
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 AB2 = 5  2 2

1 2 1 2( ) 4( ) 5x x x x      2

1 2 1 2( ) 4 1xx x x     m m2 8 20 0    

         
m

m

10

2

 
  

 (thoả (2)) 

 Vậy: m m10; 2   . 

 

Câu 60. Cho hàm số  
x

y
x m

1



  (1). 

 1) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị của hàm số (1) khi m 1 . 

 2) Tìm các giá trị của tham số m sao cho đường thẳng (d): y x 2   cắt đồ thị hàm số (1) tại hai điểm 

A và B sao cho AB 2 2 . 

  PT  hoành độ giao điểm:  
x mx

x
x m x m x m   2

1
2

( 1) 2 1 0 (*)

  
   

     
 

 d cắt đồ thị hàm số (1) tại hai điểm A, B phân biệt  (*) có hai nghiệm phân biệt khác m  

  m   mm m
x m mm

20 3 2 3 3 2 36 3 0

11

              
     

 (**) 

 Khi đó gọi x  x1 2,  là các nghiệm của (*), ta có 
x x m

x x m
1 2

1 2

( 1)

. 2 1

    


 
 

 Các giao điểm của d và đồ thị hàm số (1) là A x  x  B x  x1 1 2 2( ; 2), ( ; 2)  . 

Suy ra AB x x x x x x m m2 2 2 2
1 2 1 2 1 22( ) 2 ( ) 4 2( 6 3)        

 
 

 Theo giả thiết ta được 
m

m m m m
m

2 2 1
2( 6 3) 8 6 7 0

7

  
         

 

 Kết hợp với điều kiện (**) ta được m 7  là giá trị cần tìm. 

 

Câu 61. Cho hàm số  
2 1

1

x
y

x





   (C). 

 1) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị (C) của hàm số. 

 2) Tìm m để đường thẳng d: y x m   cắt (C) tại hai điểm phân biệt A, B sao cho OAB vuông tại 

O. 

  Phương trình hoành độ giao điểm của (C) và d: x m x m x2 ( 3) 1 0, 1         (*) 

 (*) có m m m R2 2 5 0,        và (*) không có nghiệm x = 1. 

  (*) luôn có 2 nghiệm phân biệt là A Bx x, . Theo định lí Viét: A B

A B

x x m

x x m

3

. 1

   


 
 

 Khi đó:    A A B BA x  x m  B x  x m; , ;   

 OAB  vuông tại O thì   A B A BOAOB x x x m x m. 0 0     
uur uur

 

          202 2  mmxxmxx BABA  

 Vậy: m = –2. 

 

Câu 62. Cho hàm số: 
x

y
x

2

2





. 

 1) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị (C) của hàm số. 

 2) Chứng minh rằng với mọi giá trị m thì trên (C) luôn có cặp điểm A, B nằm về hai nhánh của (C) 
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và thỏa A A

B B

x y m

x y m

0

0

   


  
 . 

  Ta có: A A A A

B B B B

x y m y x m
A B d y x m

x y m y x m

0
, ( ) :

0

     
     

     
 

  A, B là giao điểm của (C) và (d). Phương trình hoành độ giao điểm của (C) và (d): 

  
x

x m f x x m x m  x
x

22
( ) ( 3) (2 2) 0 ( 2)

2


         


  (*). 

 (*) có m m m2 2 17 0,        (d) luôn cắt (C) tại hai điểm phân biệt A, B. 

 Và   A Bf x x1. (2) 4 0 2       hoặc B Ax x2   (đpcm). 

 

 

CHỦ ĐỀ 4: TIẾP TUYẾN 

 

Câu 63. Cho hàm số 2)2()21( 23  mxmxmxy (1)      (m là tham số). 

 1) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị (C) của hàm số (1) với m = 2. 

 2) Tìm tham số m để đồ thị của hàm số (1) có tiếp tuyến tạo với đường thẳng d: 07  yx  góc 

 , biết 
26

1
cos  . 

 

 Gọi k là hệ số góc của tiếp tuyến   tiếp tuyến có VTPT n k1 ( ; 1) 
r

 

 Đường thẳng d có VTPT n2 (1;1)
r

. 

 Ta có 
kn n k

k k
n n k k

1 2 2

2
1 2

3
. 1 1 2cos 12 26 12 0

2. 26 2 1
3






        
 


r r

r r  

 YCBT thoả mãn  ít nhất một trong hai phương trình sau có nghiệm: 

  
y

y

3

2
2

3





 



  














3

2
2)21(23

2

3
2)21(23

2

2

mxmx

mxmx

  










0

0

2
/

1
/

  










034

0128

2

2

mm

mm
 

  














1;
4

3

2

1
;

4

1

mm

mm

  
4

1
m  hoặc 

2

1
m  

 

Câu 64. Cho hàm số y x x3 23 1    có đồ thị (C). 

 1) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị (C) của hàm số. 

 2) Tìm hai điểm A, B thuộc đồ thị (C) sao cho tiếp tuyến của (C) tại A và B song song với nhau và 

độ dài đoạn AB = 4 2 . 

  Giả sử A a a a B b b b3 2 3 2( ; 3 1), ( ; 3 1)     thuộc (C), với a b . 

 Vì tiếp tuyến của (C) tại A và B song song với nhau nên:  

  y a y b( ) ( )    a a b b a b a b a b a b2 2 2 23 6 3 6 2( ) 0 ( )( 2) 0              

  a b b a2 0 2      . Vì a b  nên a a a2 1     
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 Ta có: AB b a b b a a b a b a b a2 3 2 3 2 2 2 3 3 2 2 2( ) ( 3 1 3 1) ( ) ( 3( ))               

   b a b a ab b a b a b a
2

2 3( ) ( ) 3 ( ) 3( )( )            

   b a b a b a ab
2

2 2 2( ) ( ) ( ) 3 3.2          

   b a b a b a ab
2

2 2 2( ) ( ) ( ) 6         b a b a ab2 2 2( ) ( ) ( 2 )       

  2AB b a ab a a a2 2 2 2 2( ) 1 ( 2 ) (2 2 ) 1 ( 2 2)                 

   a a a a a
2

2 2 2 4 24( 1) 1 ( 1) 3 4( 1) ( 1) 6( 1) 10
                     

   a a a6 4 24( 1) 24( 1) 40( 1)       

 Mà AB 4 2  nên a a a6 4 24( 1) 24( 1) 40( 1) 32       

  a a a6 4 2( 1) 6( 1) 10( 1) 8 0         (*) 

 Đặt t a t2( 1) , 0   . Khi đó (*) trở thành: 

  t t t t t t t3 2 26 10 8 0 ( 4)( 2 2) 0 4            
a b

a
a b

2 3 1
( 1) 4

1 3

    
       

 

 Vậy 2 điểm thoả mãn YCBT là: A B(3;1), ( 1; 3)  . 

 

Câu 65. Cho hàm số   y x x33     (C). 

 1) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị (C) của hàm số. 

 2) Tìm trên đường thẳng (d): y x   các điểm mà từ đó kẻ được đúng 2 tiếp tuyến phân biệt với đồ 

thị (C). 

   Các điểm cần tìm là: A(2; –2) và  B(–2; 2). 

    

Câu 66. Cho hàm số  y x x3 23 2        (C). 

 1) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị (C) của hàm số. 

 2) Tìm trên đường thẳng (d): y = 2 các điểm mà từ đó kẻ được 3 tiếp tuyến phân biệt với đồ thị (C). 

   Gọi ( ;2) ( )M m d .  

 PT đường thẳng  đi qua điểm M và có hệ số góc k  có dạng :    y k x m( ) 2    

  là tiếp tuyến của (C)  hệ PT sau có nghiệm x x k x m   

x x k        

3 2

2

3 2 ( ) 2 (1)

3 6 (2)

     

  

 (*). 

 Thay (2) và (1) ta được: x m x mx x x m x3 2 22 3( 1) 6 4 0 ( 2) 2 (3 1) 2 0              

   



    

2

2

( ) 2 (3 1) 2 0   (3)

x

f x x m x
 

 Từ M kẻ được 3 tiếp tuyến đến đồ thị (C)  hệ (*) có 3 nghiệm x phân biệt  

   (3) có hai nghiệm phân biệt khác 2 


     

  
  

5
0 1  

3
(2) 0

2

m hoÆc m

f
m

 . 

 Vậy  từ các điểm M(m; 2)  (d): y = 2 với 


  


 

5
1  

3

2

m hoÆc m

m

 có thể kẻ được 3 tiếp tuyến đến (C). 
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Câu 67. Cho hàm số  y f x mx m x m x3 21
( ) ( 1) (4 3 ) 1

3
        có đồ thị là (Cm). 

 1) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị của hàm số khi m = 1. 

 2) Tìm các giá trị m sao cho trên đồ thị (Cm) tồn tại một điểm duy nhất có hoành độ âm mà tiếp tuyến 

tại đó vuông góc với đường thẳng (d): x y2 3 0   . 

   (d) có hệ số góc 
1

2
   tiếp tuyến có hệ số góc k 2 . Gọi x là hoành độ tiếp điểm thì: 

  f x mx m x m mx m x m2 2'( ) 2 2( 1) (4 3 ) 2 2( 1) 2 3 0              (1) 

 YCBT  (1) có đúng một nghiệm âm. 

 + Nếu m 0  thì (1) x x2 2 1      (loại) 

 + Nếu m 0 thì dễ thấy phương trình (1) có 2 nghiệm là 
m

x hay x=
m

2 3
1


  

 Do đó để (1) có một nghiệm âm thì 

m
m

m m

0
2 3

0 2

3

 
  

 


 

 Vậy m hay m
2

0
3

   . 

Câu 68. Cho hàm số     y x x
2 2

1 . 1    

 1) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị (C) của hàm số. 

 2) Cho điểm A a( ;0) . Tìm a để từ A kẻ được 3 tiếp tuyến phân biệt với đồ thị (C). 

  Ta có y x x4 22 1   .  

 Phương trình đường thẳng d đi qua A a( ;0)  và có hệ số góc k : y k x a( )   

 d là tiếp tuyến của (C)  hệ phương trình sau có nghiệm: 
x x k x a

I
x x k

4 2

3

2 1 ( )
( )

4 4

    


 

 

 Ta có: 
k

I A
x2

0
( ) ( )

1 0

 
 

 
 hoặc 

x x k
B

f x x ax

2

2

4 ( 1)
( )

( ) 3 4 1 0 (1)

  


   
 

 + Từ hệ (A), chỉ cho ta một tiếp tuyến duy nhất là d y1 : 0 . 

 + Vậy để từ A kẻ được 3 tiếp tuyến phân biệt với (C) thì điều kiện cần và đủ là hệ (B) phải có 2 

nghiệm phân biệt x k( ; )  với  x 1  , tức là phương trình (1) phải có 2 nghiệm phân biệt khác 1   

a

f

24 3 0

( 1) 0

    


 
  a  a

3 3
1 1

2 2
     hoÆc  

 

Câu 69. Cho hàm số y f x x x4 2( ) 2   . 

 1) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị (C) của hàm số. 

 2) Trên (C) lấy hai điểm phân biệt A và B có hoành độ lần lượt là a và b. Tìm điều kiện đối với a và 

b để hai tiếp tuyến của (C) tại A và B song song với nhau. 

  Ta có: f x x x3'( ) 4 4   

 Hệ số góc tiếp tuyến của (C) tại A và B là  A Bk f a a a k f b b b3 3'( ) 4 4 , '( ) 4 4       

 Tiếp tuyến tại A, B lần lượt có phương trình là: 

  y f a x a f a y f a x f a af a( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )          

  y f b x b f b y f b x f b bf b( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )          
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 Hai tiếp tuyến của (C) tại A và B song song hoặc trùng nhau khi và chỉ khi: 

  3 3
A Bk k a a = 4b b a b a ab b2 24 4 4 ( )( 1) 0            (1) 

 Vì A và B phân biệt nên a b , do đó (1)  a ab b2 2 1 0      (2) 

 Mặt khác hai tiếp tuyến của (C) tại A và B trùng nhau khi và chỉ khi: 

  
a ab b a ab b

a b
a a b bf a af a f b bf b

2 2 2 2

4 2 4 2

1 0 1 0
( )

3 2 3 2( ) ( ) ( ) ( )

         
   

          

 

 Giải hệ này ta được nghiệm là a b( ; ) ( 1;1)   hoặc a b( ; ) (1; 1)  , hai nghiệm này tương ứng với 

cùng một cặp điểm trên đồ thị là ( 1; 1)   và (1; 1)  

 Vậy điều kiện cần và đủ để hai tiếp tuyến của (C) tại A và B song song với nhau là: 

    a ab b

a a b

2 2 1 0

1;

    


  
 

 

Câu 70. Cho hàm số 
2

2

x
y

x



  (C). 

 1) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị (C) của hàm số. 

 2) Viết phương trình tiếp tuyến của đồ thị (C), biết rằng khoảng cách từ tâm đối xứng của đồ thị (C) 

đến tiếp tuyến là lớn nhất. 

 Tiếp tuyến (d) của đồ thị (C) tại điểm M có hoành độ a 2   thuộc (C) có phương trình:  

  
a

y x a x a y a
aa

2 2

2

4 2
( ) 4 ( 2) 2 0

2( 2)
       


 

 Tâm đối xứng của (C) là  I 2;2 . Ta có:  

  
a a a

d I d
aa a4 2

8 2 8 2 8 2
( , ) 2 2

2 2 216 ( 2) 2.4.( 2)

  
   

  

 

 d I d( , )  lớn nhất khi 
a

a
a

2 0
( 2) 4

4

 
     

. 

 Từ đó suy ra có hai tiếp tuyến y x  và y x 8  . 

 

Câu 71. Cho hàm số  
x

y
x

2

2 3





  (1). 

 1) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị của hàm số (1). 

 2) Viết phương trình tiếp tuyến của đồ thị hàm số (1), biết tiếp tuyến đó cắt trục hoành, trục tung lần 

lượt tại hai điểm phân biệt A, B và tam giác OAB cân tại gốc tọa độ O. 

  Gọi x y0 0( ; )  là toạ độ của tiếp điểm  y x
x

0 2
0

1
( ) 0

(2 3)

  


 

 OAB cân tại O nên tiếp tuyến  song song với đường thẳng y x   (vì tiếp tuyến có hệ số góc âm). 

Nghĩa là:  y x
x

0 2
0

1
( ) 1

(2 3)

   


  
x y

x y

0 0

0 0

1 1

2 0

    


   

  

 + Với x y0 01; 1     : y x y x1 ( 1)        (loại) 

 + Với x y0 02; 0     : y x y x0 ( 2) 2         (nhận) 

 Vậy phương trình tiếp tuyến cần tìm là: y x 2   . 
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Câu 72. Cho hàm số   y = 
1

12





x

x
. 

 1) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị (C) của hàm số. 

 2) Lập phương trình tiếp tuyến của đồ thị (C) sao cho tiếp tuyến này cắt các trục Ox, Oy lần lượt tại 

các điểm A và B thoả mãn OA = 4OB. 

  Giả sử tiếp tuyến d của (C) tại M x y C0 0( ; ) ( )  cắt Ox tại A, Oy tại B sao cho OA B4O . 

 Do OAB vuông tại O nên 
OB

A
OA

1
tan

4
    Hệ số góc của d bằng 

1

4
 hoặc 

1

4
 . 

 Hệ số góc của d là y x
x x

0 2 2
0 0

1 1 1
( ) 0

4( 1) ( 1)

       
 

  
x y

x y

0 0

0 0

3
1 ( )

2
5

3 ( )
2


  


  


 

 Khi đó có 2 tiếp tuyến thoả mãn là: 
y x y x

y x y x

1 3 1 5
( 1)

4 2 4 4
1 5 1 13

( 3)
4 2 4 4

 
       

 
       
 

. 

 

Câu 73. Cho hàm số 
x

y
x

2 3

2





có đồ thị (C). 

 1) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị (C) của hàm số. 

 2) Tìm trên (C) những điểm M sao cho tiếp tuyến tại M của (C) cắt hai tiệm cận của (C) tại A, B sao 

cho AB ngắn nhất.  

  Lấy điểm M m
m

1
; 2

2

 
 

 
 C . Ta có: y m

m 2

1
( )

( 2)

  


 

 Tiếp tuyến (d) tại M có phương trình:   y x m
mm 2

1 1
( ) 2

2( 2)
    


 

 Giao điểm của (d) với tiệm cận đứng là:  A
m

2
2;2

2

 
 

 
 

 Giao điểm của (d) với tiệm cận ngang là:  B m(2 –2;2)  

 Ta có:  AB m
m

2 2

2

1
4 ( 2) 8

( 2)

 
    

  

. Dấu “=” xảy ra  
m

m

3

1

 
 

 

 Vậy điểm M cần tìm có tọa độ là:  M(3;3)  hoặc M(1;1)  

 

Câu 74. Cho hàm số 
x

y
x

2 3

2





. 

 1) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị  (C) của hàm số. 

 2) Cho M  là điểm bất kì trên (C). Tiếp tuyến của (C) tại M cắt các đường tiệm cận của (C) tại A và  

B. Gọi I là giao điểm của các đường tiệm cận. Tìm toạ độ điểm M sao cho đường tròn ngoại tiếp tam 

giác IAB có diện tích nhỏ nhất. 

  Giả sử 
x

M x x
x

0
0 0

0

2 3
; , 2

2

 
   

, 

 
y x

x
0 2

0

1
'( )

2






 

 Phương trình tiếp tuyến () với ( C) tại M: 

 

x
y x x

xx

0
02

0
0

2 31
( )

22


  


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 Toạ độ giao điểm A, B của () với hai tiệm cận là:  
x

A B x
x

0
0

0

2 2
2; ; 2 2;2

2

 
   

 

 Ta thấy A B
M

x x x
x x0

0

2 2 2

2 2

  
   , A B

M

y y x
y

x
0

0

2 3

2 2

 
 


  suy ra M là trung điểm của AB. 

 Mặt khác I(2; 2) và IAB vuông tại I nên đường tròn ngoại tiếp tam giác IAB có diện tích  

  S = 
x

IM x x
x x

2

2 2 20
0 0 2

0 0

2 3 1
( 2) 2 ( 2) 2

2 ( 2)
   

                       

 

 Dấu “=” xảy ra khi 
x

x
xx

2 0
0 2

00

11
( 2)

3( 2)

 
     

 

 Do đó điểm M cần tìm là M(1; 1) hoặc M(3; 3) 

 

Câu 75. Cho hàm số 
1

12






x

x
y  có đồ  thị  (C). 

 1) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị (C) của hàm số. 

 2) Gọi I là giao điểm của hai tiệm cận. Tìm điểm M thuộc (C) sao cho tiếp tuyến của (C) tại M cắt 2 

tiệm cận tại A và B với chu vi tam giác IAB đạt giá trị nhỏ nhất. 

 Giao điểm của 2 tiệm cận là I (1;2) . Gọi M 













1

3
2;

0

0
x

x  (C).  

 + PTTT tại M có dạng: y x x
xx

02
00

3 3
( ) 2

1( 1)


   


 

 + Toạ độ các giao điểm của tiếp tuyến với 2 tiệm cận: A














1

6
2;1

0x
, B x0(2 1;2)  

 + Ta có: IABS IA IB x
x

0
0

1 1 6
. 2 1 2.3 6

2 2 1
       


(đvdt) 

 + IAB vuông có diện tích không đổi  chu vi IAB đạt giá trị nhỏ nhất khi IA= IB 

   












 31

31
12

1

6

0

0

0

0 x

x
x

x
 

 Vậy có hai điểm M thỏa mãn điều kiện  M1 1 3;2 3  ,   M2 1 3;2 3   

 Khi đó chu vi AIB = 6234  . 

 Chú ý: Với 2 số dương a, b thoả ab = S (không đổi) thì biểu thức P = a b a b2 2    nhỏ nhất khi 

và chỉ khi a = b. 

 Thật vậy: P = a b a b2 2    ab ab ab S2 2 (2 2) (2 2)     . 

  Dấu "=" xảy ra  a = b. 

 

Câu 76. Cho hàm số:  
x

y
x

2

1





  (C). 

 1) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị (C) của hàm số. 

 2) Cho điểm A a(0; ) . Tìm a để từ A kẻ được 2 tiếp tuyến  tới đồ thị (C) sao cho 2 tiếp điểm tương 

ứng nằm về 2 phía của trục hoành. 

  Phương trình đường thẳng d đi qua A a(0; )  và có hệ số góc k:  y kx a   
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 d là tiếp tuyến của (C)  Hệ PT 

x
kx a

x

k
x 2

2

1
3

( 1)

 
  

 


 

  có nghiệm 

             PT: a x a x a2(1 ) 2( 2) ( 2) 0       (1) có nghiệm x 1 . 

 Để qua A có 2 tiếp tuyến thì (1) phải có 2 nghiệm phân biệt x x1 2,  

   
a a

aa

1 1

23 6 0

   
      

 (*) 

 Khi đó ta có: 
a a

x x x x
a a1 2 1 2

2( 2) 2
;

1 1

 
  

 
 và y y

x x1 2
1 2

3 3
1 ; 1

1 1
   

 
 

 Để 2 tiếp điểm nằm về 2 phía đối với trục hoành thì y y1 2. 0  

   
x x1 2

3 3
1 . 1 0

1 1

   
     

    
  

x x x x

x x x x
1 2 1 2

1 2 1 2

. 2( ) 4
0

. ( ) 1

  


  
  a3 2 0    a

2

3
   

 Kết hợp với điều kiện (*) ta được: 
a

a

2

3
1


  

 

. 

Câu 77. Cho hàm số  
x

y
x

3

1





. 

 1) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị (C) của hàm số. 

 2) Cho điểm o o oM x y( ; )  thuộc đồ thị (C). Tiếp tuyến của (C) tại M0 cắt các tiệm cận của (C) tại các 

điểm A và B. Chứng minh Mo là trung điểm của đoạn thẳng AB. 

  o o oM x y( ; )   (C)  y
x0

0

4
1

1
 


.  

 Phương trình tiếp tuyến (d) tại M0 : y y x x
x

0 02
0

4
( )

( 1)
   


 

 Giao điểm của (d) với các tiệm cận là: A x B y0 0(2 1;1), (1;2 1)  . 

   A B A Bx x y y
x y0 0;

2 2

 
    M0 là trung điểm AB. 

 

Câu 78. Cho hàm số :  
x

y
x

2

1





  (C)  

 1) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị (C) của hàm số. 

 2) Chứng minh rằng mọi tiếp tuyến của đồ thị (C) đều lập với hai đường tiệm cận một tam giác có 

diện tích không đổi. 

  Giả sử  M
a

a
a

2
;

1

 
 

 
  (C).  

 PTTT (d) của (C) tại M: 
a

y y a x a
a

2
( ).( )

1

  


  
a a

y x
a a

2

2 2

3 4 2

( 1) ( 1)

  
 

 
 

 Các giao điểm của (d) với các tiệm cận là: 
a

A
a

5
1;

1

 
 

 
, B a(2 1;1) . 
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 IA
a

6
0;

1

  
  

 
  IA

a

6

1



 ;  IB a(2 2;0)



    IB a2 1   

 Diện tích IAB : S IAB = IA IB
1

.
2

= 6 (đvdt) ĐPCM. 

 Câu hỏi tương tự đối với hàm số 
x

y
x

2 4

1





 ĐS: S = 12. 

 

Câu 79. Cho hàm số y = 
1

2





x

x
. 

 1) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị (C) của hàm số. 

 2) Gọi I là giao điểm của 2 đường tiệm cận,   là một tiếp tuyến bất kỳ của đồ thị (C). d là khoảng 

cách từ I đến  . Tìm giá trị lớn nhất của d. 

  y
x 2

1

( 1)


 


. Giao điểm của hai đường tiệm cận là I(–1; 1). Giả sử 

x
M x C

x
0

0
0

2
; ( )

1

 
 

 
 

 Phương trình tiếp tuyến   với đồ thi hàm số tại M là: 

  

 

x
y x x

xx

0
02

0
0

21
( )

11


  



      x x y x x x
2

0 0 0 01 1 2 0         

Khoảng cách từ I đến  là d =

 

x

x

0

4

0

2 1

1 1



 

=

 
 x

x

2

02

0

2
2

1
1

1



 



  

 Vậy GTLN của d bằng 2   khi   x0 0  hoặc  x0 2  . 

    

Câu 80. Cho hàm số 
x

y
x

2 1

1





. 

 1) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị (C) của hàm số. 

 2) Viết phương trình tiếp tuyến của (C), biết khoảng cách từ điểm I(1; 2) đến tiếp tuyến bằng 2 . 

  Tiếp tuyến của (C) tại điểm M x f x C0 0( ; ( )) ( )   có phương trình:  

   y f x x x f x0 0 0'( )( ) ( )     x x y x x2 2
0 0 0( 1) 2 2 1 0        (*)  

 Khoảng cách từ điểm I(1; 2) đến tiếp tuyến (*) bằng 2
x

x

0

4
0

2 2
2

1 ( 1)


 

 

 
x

x
0

0

0

2

 
 

 

 Các tiếp tuyến cần tìm : x y 1 0     và  x y 5 0    

 

Câu 81. Cho hàm số 
x

y
x

1

1





  (C). 

 1) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị (C) của hàm số. 

 2) Tìm trên Oy tất cả các điểm từ đó kẻ được duy nhất một tiếp tuyến tới (C). 

  Gọi oM y(0; )  là điểm cần tìm. PT đường thẳng qua M có dạng: oy kx y   (d) 

 (d) là tiếp tuyến của (C) 
o o o o

x
kx y y x y x y   

x

x   kk
xx

2

2
2

1
( 1) 2( 1) 1 0 (1)

1
22 1;

( 1)( 1)

          
      

 

  (*) 
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 YCBT  hệ (*) có 1nghiệm (1) có 1 nghiệm khác 1  

  
o

o o

o o o
o

y y x y k

x y y y x y k
2

1 11 ; 1 8
1 2

' ( 1) ( 1)( 1) 0 0; 1 22


            
              

 

 Vậy có 2 điểm cần tìm là: M(0; 1) và M(0; –1). 

 

Câu 82. Cho hàm số 
x

y
x

2 1

1





. 

 1) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị (C) của hàm số. 

 2) Viết phương trình tiếp tuyến của đồ thị (C), biết rằng tiếp tuyến cách đều hai điểm      A(2; 4),  B(

4; 2). 

  Gọi x0 là hoành độ tiếp điểm ( x0 1  ).  

 PTTT (d) là 
x

y x x
xx

0
02

00

2 11
( )

1( 1)


  


  x x y x x2 2

0 0 0( 1) 2 2 1 0       

 Ta có: d A d d B d( , ) ( , )   x x x x x x2 2 2 2
0 0 0 0 0 02 4( 1) 2 2 1 4 2( 1) 2 2 1             

      x x x0 0 01 0 2       

Vậy có ba phương trình tiếp tuyến: y x  y x  y x
1 5

; 1; 5
4 4

       

 

Câu 83. Cho hàm số 
2 1

1






x
y

x
. 

 1) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị (C) của hàm số. 

 2) Gọi I là giao điểm của hai đường tiệm cận, A là điểm trên (C) có hoành độ là a. Tiếp tuyến tại A 

của (C) cắt hai đường tiệm cận tại P và Q. Chứng tỏ rằng A là trung điểm của PQ và tính diện tích 

tam giác IPQ. 

  
a

I A a
a

2 1
(1; 2), ;

1

 
  

 
. PT tiếp tuyến d tại A: 

2

1 2 1
( )

(1 ) 1


  

 

a
y x a

a a
 

 Giao điểm của tiệm cận đứng và tiếp tuyến d:  
2

1;
1

 
 

 

a
P

a
 

 Giao điểm của tiệm cận ngang và tiếp tuyến d:  Q a(2 –1; 2)  

 Ta có:  
P Q Ax x a x 2 2   . Vậy  A là trung điểm của PQ. 

  IP = 
2 2

2
1 1

a

a a
 

 
;   IQ = 2( 1)a   

 SIPQ  = 
1

2
IP.IQ = 2 (đvdt) 

 

Câu 84. Cho hàm số 
x

y
x

2 3

2





  (C). 

 1) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị (C) của hàm số. 

 2) Viết phương trình tiếp tuyến tại điểm M thuộc (C) biết tiếp tuyến đó cắt tiệm cận đứng và tiệm cận 

ngang lần lượt tại A, B sao cho côsin góc 
·
ABI  bằng 

4

17
, với I là giao 2 tiệm cận. 

  I(2; 2). Gọi 
x

M x C
x

0
0

0

2 3
; ( )

2

 
 

 
, x0 2  
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 Phương trình tiếp tuyến   tại M:        
x

y x x
xx

0
02

00

2 31
( )

2( 2)


   


  

 Giao điểm của  với các tiệm cận:
x

A
x

0

0

2 2
2;

2

 
 

 
, B x0(2 2;2) . 

 Do 
·
ABI

4
cos

17
  nên 

· IA
ABI

IB

1
tan

4
    IB IA2 216.   x 4

0( 2) 16    
x

x
0

0

0

4

 
 

 

 Kết luận:  Tại M
3

0;
2

 
 
 

 phương trình tiếp tuyến:  y x
1 3

4 2
    

   Tại  M
5

4;
3

 
 
 

 phương trình tiếp tuyến:  y x
1 7

4 2
    

CHỦ ĐỀ 5: BIỆN LUẬN SỐ NGHIỆM CỦA PHƯƠNG TRÌNH 

 

Câu 85. Cho hàm số y x x3 23 1    . 

 1) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị (C) của hàm số. 

 2) Tìm m để phương trình x x m m3 2 3 23  3    có ba nghiệm phân biệt. 

  PT x x m m3 2 3 23  3     x x m m3 2 3 23 1 3 1       . Đặt k m m3 23 1     

 Số nghiệm của PT bằng số giao điểm của đồ thị (C) với đường thẳng d: y k  

 Dựa vào đồ thị (C) ta có PT có 3 nghiệm phân biệt  k1 5    m ( 1;3) \ {0;2}   

 

Câu 86. Cho hàm số 4 25 4  y x x  có đồ thị (C). 

 1) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị (C) của hàm số. 

 2) Tìm m để phương trình 4 2

2| 5 4 | logx x m    có 6 nghiệm. 

  Dựa vào đồ thị ta có PT có 6 nghiệm  
9

44
12

9
log 12 144 12

4
m m    . 

 

Câu 87. Cho hàm số:  y x x4 22 1   . 

 1) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị (C) của hàm số. 

 2) Biện luận theo m số nghiệm của phương trình: x x m4 2
22 1 log 0     (m > 0) 

  x x m4 2
22 1 log 0      x x m4 2

22 1 log      (*) 

 + Số nghiệm của (*)  là số giao điểm của 2 đồ thị y x x4 22 1    và y m2log   

 + Từ đồ thị suy ra: 

m
1

0
2

   m
1

2
  m

1
1

2
   m 1  m 1  

2 nghiệm  3 nghiệm 4 nghiệm  2 nghiệm  vô nghiệm 

 

Câu 88. Cho hàm số y f x x x4 2( ) 8 9 1    . 

 1) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị (C) của hàm số. 

 2) Dựa vào đồ thị (C) hãy biện luận theo m số nghiệm của phương trình: 

    x x m4 28cos 9cos 0    với x [0; ]  

  Xét phương trình: x x m4 28cos 9cos 0    với x [0; ]   (1) 

 Đặt t xcos , phương trình (1) trở thành: t t m4 28 9 0      (2) 
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 Vì x [0; ]  nên t [ 1;1]  , giữa x và t có sự tương ứng một đối một, do đó số nghiệm của phương 

trình (1) và (2) bằng nhau. 

 Ta có: t t m4 2(2) 8 9 1 1      (3) 

 Gọi (C1): y t t4 28 9 1    với t [ 1;1]   và (d): y m1  . Phương trình (3) là phương trình hoành 

độ giao điểm của (C1) và (d).  

 Chú ý rằng (C1) giống như đồ thị (C) trong miền x1 1   . 

 Dựa vào đồ thị ta có kết luận sau: 

m 0  m 0  m0 1   m
81

1
32

   m
81

32
  m

81

32
  

vô nghiệm 1 nghiệm 2 nghiệm 4 nghiệm 2 nghiệm vô nghiệm 

Câu 89. Cho hàm số 
x

y
x

3 4

2





   (C). 

 1) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị (C) của hàm số. 

 2) Tìm các giá trị của m để phương trình sau có 2 nghiệm trên đoạn 
2

0;
3

 
 
 

: 

    x x m x x6 6 4 4sin cos  (sin cos )    

  Xét phương trình:  x x m x x6 6 4 4sin cos  (sin cos )    (*) 

  x m x2 23 1
1 sin 2 1 sin 2

4 2

 
    

 
  x m x2 24 3sin 2 2 (2 sin 2 )     (1) 

 Đặt t x2sin 2 . Với x
2

0;
3

 
  
 

 thì  t 0;1 . Khi đó (1) trở thành: 

  
t

m
t

3 4
2

2





 với t 0;1     

 Nhận xét : với mỗi t 0;1    ta có : 
x t

x t
x t

sin2
sin2

sin2

  
 


 

 Để (*) có 2 nghiệm thuộc đoạn 
2

0;
3

 
 
 

thì t t
3 3

;1 ;1
2 4

   
      

 

 Dưa vào đồ thị (C) ta có:  y m y m
3 7

(1) 2 1 2
4 5

 
     

 
  m

1 7

2 10
  . 

 

Câu 90. Cho hàm số 
1

.
1

x
y

x





 

 1) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị (C) của hàm số. 

 2) Biện luận theo m số nghiệm của phương trình 
1

.
1

x
m

x





 

  Số nghiệm của 
1

1

x
m

x





 bằng số giao điểm của đồ thị (C): 

1

1

x
y

x





 và .y m  

 Dựa vào đồ thị ta suy ra được: 

1; 1  m m  1 m  1 1  m  

2 nghiệm 1 nghiệm vô nghiệm 
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CHỦ ĐỀ 6: ĐIỂM ĐẶC BIỆT CỦA ĐỒ THỊ 

 

Câu 91. Cho hàm số 3 3 2y x x     (C). 

 1) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị (C) của hàm số. 

 2) Tìm 2 điểm trên đồ thị hàm số sao cho chúng đối xứng nhau qua tâm M(–1; 3). 

  Gọi  A x y0 0; , B  là điểm đối xứng với A qua điểm M( 1;3)  B x y0 02 ;6     

 A B C, ( )    
y x x

y x x

3
0 0 0

3
0 0 0

3 2

6 ( 2 ) 3( 2 ) 2

    


        

 

      x x x x x x
33 2

0 0 0 0 0 06 3 2 2 3 2 2 6 12 6 0                 

 

 x y0 01 0     

 Vậy 2 điểm cần tìm là:  1;0  và  1;6  

 

Câu 92. Cho hàm số  3 3 2y x x     (C). 

 1) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị (C) của hàm số. 

 2) Tìm trên (C) hai điểm đối xứng nhau qua đường thẳng d: x y2 – 2 0  . 

  Gọi    1 1 2 2; ; ;M x y N x y  thuộc (C) là hai điểm đối xứng qua đường thẳng d  

 I là trung điểm của AB nên 1 2 1 2;
2 2

x x y y
I

  
 
 

, ta có I d  

 Có:       
   3 3

1 1 2 21 2 1 2
3 2 3 2

2. 2
2 2 2

x x x xy y x x       
    

               
3 1 2

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 2 2

1 1 2 2

0
3 3 2

1

 
          

  

x x
x x x x x x x x x x

x x x x
 

 Lại có:    2 1 2 1.1 .2 0MN d x x y y        

      2 2 2 2

2 1 2 1 1 1 2 2 1 1 2 2

7
7 2 0

2
          x x x x x x x x x x x x  

 - Xét 1 2 0x x  1 2

7 7
;

2 2
x x     

 - Xét 

2 22 2

1 21 1 2 2

2 2

1 1 2 2
1 2

9
1

4
7

5
2

4

x xx x x x

x x x x
x x


      

  
     

 vô nghiệm 

 Vậy 2 điểm cần tìm là: 
7 1 7 7 1 7

;2 ; ;2
2 2 2 2 2 2

   
        

   
 

 

Câu 93. Cho hàm số  
x

y x x
3

2 11
3

3 3
     . 

 1) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị (C) của hàm số. 

 2) Tìm trên đồ thị (C) hai điểm phân biệt M, N đối xứng nhau qua trục tung. 

  Hai điểm M x y N x y C1 1 2 2( ; ), ( ; ) ( )  đối xứng nhau qua Oy  
x x

y y

2 1

1 2

0   



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   

x x

x x
x x x x2

2 1

3 3
2 31 2
1 1 2

0

11 11
3 3

3 3 3 3

   


        


  
x

x

1

2

3

3

 


 

 hoặc 
x

x

1

2

3

3

  




  

 Vậy hai điểm thuộc đồ thị (C) và đối xứng qua Oy là: M N
16 16

3; , 3;
3 3

   
   

   
. 

 

Câu 94. Cho hàm số 
x

y
x

2 1

1





   (C). 

 1) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị (C) của hàm số. 

 2) Tìm điểm M thuộc đồ thị (C) để tiếp tuyến của (C) tại M với đường thẳng đi qua M và giao điểm 

hai đường tiệm cận có tích các hệ số góc bằng –9. 

Giao điểm 2 tiệm cận là I ( 1;2) .  

 Gọi M I
IM

M I

y y
M x C k

x x x x
0 2

0 0

3 3
;2 ( )

1 ( 1)

  
     

   
 

 + Hệ số góc của tiếp tuyến tại M: 

 
Mk y x

x
0 2

0

3
( )

1

 



 

 + YCBT M IMk k. 9     
x

x
0

0

0 

2

 
  

. Vậy có 2 điểm M thỏa mãn: M(0; –3) và M(–2; 5) 

 

Câu 95. Cho hàm số 
2 1

1

x
y

x





 (C). 

 1) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị (C) của hàm số. 

 2) Tìm trên (C) những điểm có tổng khoảng cách đến hai tiệm cận của (C) nhỏ nhất. 

  Gọi M x y0 0( ; ) (C), ( x0 1  )  thì 
x

y
x x

0
0

0 0

2 1 1
2

1 1


  

 
 

 Gọi A, B lần lượt là hình chiếu của M trên TCĐ và TCN thì: 

  MA x MB y
x0 0

0

1
1 , 2

1
    


 

 Áp dụng BĐT Cô-si ta có: MA MB MA MB x
x0

0

1
2 . 2 1. 2

1
    


 

   MA + MB nhỏ nhất bằng 2 khi 
x

x
xx

0
0

00

01
1

21

 
      

.  

 Vậy ta có hai điểm cần tìm là (0; 1) và (–2; 3). 

 Câu hỏi tương tự: 

  a) 
2 1

1






x
y

x
  ĐS: 0 1 3x     

 

Câu 96. Cho hàm số 
x

y
x

3 4

2





  (C). 

 1) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị (C) của hàm số. 

 2) Tìm các điểm thuộc (C) cách đều 2 tiệm cận. 

  Gọi M x y( ; ) (C) và cách đều 2 tiệm cận x = 2 và y = 3. 
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 Ta có: 
x x

x y x x
x x

3 4
2 3 2 2 2

2 2


         

 

x x
x

xx

1
( 2)

42

 
       

 

 Vậy có 2 điểm thoả mãn đề bài là : M1( 1; 1) và M2(4; 6) 

 

Câu 97. Cho hàm số   
x

y
x

2 4

1





. 

 1) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị (C) của hàm số. 

 2) Tìm trên (C) hai điểm đối xứng nhau qua đường thẳng MN biết M(–3; 0) và N(–1; –1). 

  MN (2; 1) 
uuur

  Phương trình MN: x y2 3 0   . 

 Phương trình đường thẳng  (d)  MN có dạng: y x m2  . 

 Phương trình hoành độ giao điểm của (C) và (d): 

x
x m

x

2 4
2

1


 


  x mx m x22 4 0 ( 1)        (1) 

 (d) cắt (C) tại hai điểm phân biệt A, B  m m2 –8 –32 0    (2) 

 Khi đó A x x m B x x m1 1 2 2( ;2 ), ( ;2 )   với x x1 2,  là các nghiệm của (1) 

 Trung điểm của AB là 
x x

I x x m1 2
1 2;

2

 
  

 


m m
I ;

4 2

 
 
 

 (theo định lý Vi-et) 

 A, B đối xứng nhau qua MN  I  MN  m 4    

 Suy ra (1)  
x

x x
x

2 0
2 4 0

2

 
    

  A(0; –4), B(2; 0). 

 

Câu 98. Cho hàm số 
2

1

x
y

x



. 

 1) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị (C) của hàm số. 

 2) Tìm trên đồ thị (C) hai điểm B, C thuộc hai nhánh sao cho tam giác ABC vuông cân tại đỉnh A với 

A(2; 0). 

  Ta có C y
x

2
( ) : 2

1
 


. Gọi B b C c

b c

2 2
;2 , ;2

1 1
 

 

   
   
   

  với b c1  . 

 Gọi H, K lần lượt là hình chiếu của B, C lên trục Ox. 

 Ta có: 
· · · · · · ·

AB AC BAC CAK BAH CAK ACK BAH ACK0 0; 90 90         

 và: 
· · AH CK
BHA CKA ABH CAK

HB AK

0
90  


    


 

 Hay:  
b

bc

c
c

b

2
2 2

11
2 3

2 2
1

  
 




  








 . 

 Vậy  B C( 1;1), (3;3)  

 

Câu 99. Cho hàm số   
1

12






x

x
y . 

 1) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị (C) của hàm số. 

 2) Tìm tọa độ điểm M  (C) sao cho khoảng cách từ điểm )2;1(I tới tiếp tuyến của (C) tại M là lớn 

nhất. 

H K

B

A

C
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  Giả sử )(
1

3
2;

0

0 C
x

xM 









 . PTTT  của (C) tại M  là: 

  )(
)1(

3

1

3
2 02

00

xx
xx

y 





   0)1(3)2()1()(3 0

2

00  xyxxx  

 Khoảng cách từ )2;1(I  tới tiếp tuyến  là: 

  
  2

02

0

4

0

0

4

0

00

)1(
)1(

9

6

)1(9

16

19

)1(3)1(3















x
x

x

x

x

xx
d .  

 Theo BĐT Cô–si: 692)1(
)1(

9 2

02

0




x
x

  6d .   

 Khoảng cách d lớn nhất bằng 6  khi    3131)1(
)1(

9
0

2

0

2

02

0




xxx
x

. 

Vậy có hai điểm cần tìm là:  32;31 M   hoặc  32;31 M  

 

Câu 100. Cho hàm số   
x

y
x

2

2 1





. 

 1) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị (C) của hàm số. 

 2) Tìm những điểm trên đồ thị (C) cách đều hai điểm A(2; 0) và B(0; 2). 

  PT đường trung trực đọan AB: y x . 

 Những điểm thuộc đồ thị cách đều A và B có hoành độ là nghiệm của PT: 

  
x

x
x

2

2 1





  

x
x x

x

2

1 5

21 0
1 5

2

 


   




 

 Hai điểm cần tìm là: 
1 5 1 5 1 5 1 5

, ; ,
2 2 2 2

      
   
   
   

 

 

Câu 101. Cho hàm số  





3

1

x
y

x
 . 

 1) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị (C) của hàm số. 

 2) Tìm trên hai nhánh của đồ thị (C) hai điểm A và B sao cho AB ngắn nhất. 

  Tập xác định D = R\ { 1} . Tiệm cận đứng x 1  . 

 Giả sử A a B b
a b

4 4
1 ;1 , 1 ;1

   
        
   

 (với a b0, 0  ) là 2 điểm thuộc 2 nhánh của (C) 

 AB a b a b ab ab
a b aba b a b

2
2 2 2

2 2 2 2

1 1 16 16 64
( ) 16 ( ) 1 4 1 4 32

     
                

     
 

 AB nhỏ nhất  

 
 

      
 

4
44 2 416

4 4

a b
a b

AB a b
ab a

ab

 

 Khi đó:    A B4 4 4 41 4;1 64 , 1 4;1 64      . 

 

https://giasudaykem.com.vn/


CÁC CHUYÊN ĐỀ LUYỆN THI ĐẠI HỌC  Chuyên đề 2. Phương trình và hệ phương trình đại số 

GIÁO VIÊN: BÙI PHÚ TỤ. TỔ TOÁN TRƯỜNG THPT NAM DUYÊN HÀ TRANG 36 

CHUYÊN ĐỀ 2. PHƯƠNG TRÌNH VÀ HỆ PHƯƠNG TRÌNH ĐẠI SỐ 

  

CHỦ ĐỀ 1: HỆ PHƯƠNG TRÌNH ĐƠN GIẢN GỒM CÁC PHƯƠNG TRÌNH ĐA THỨC 

 

A. HỆ PHƯƠNG TRÌNH BẬC NHẤT HAI ẨN 

  1. Phương pháp: 

 

Hệ pt bậc nhất 2 ẩn có dạng:  
1 1 1

2 2 2

a x b y c

a x b y c

 


 
 

* TH 1: a1 = b1= a2= b2=0, ta có; 
1

2

0

0

c

c

 
 

 
 

 

* TH2: 
2 1 2 2

1 1 2 2 0a b a b    .  

Tính: 
1 1

2 2

a b
D

a b
     ;   

1 1

2 2

x

c b
D

c b
   ;    

1 1

2 2

y

a c
D

a c
  

+ Nếu 0D  : hệ phương trình có 1 nghiệm duy nhất:    

x

y

D
x

D

D
y

D





 


 

+ Nếu D = 0  

 0xD   hay 0yD   : hệ phương trình vô nghiệm. 

 Dx = Dy = 0 : hệ phương trình có vô số nghiệm: x R  , được tính theo x 
 

2. Ví dụ: 

VD1: Giải hệ phương trình:

6 3 2
5

1 1

4 2 4
2

1 1

x y

y x

x y

y x


   


  

  

 

Đặt 
2 1

,
1 1

x y
u v

y x


 

 
. Hệ đã cho trở thành 

2
3 2 5

1
2 4 2

2

u
u v

u v v


  

 
   



 

Ta được hệ phương trình: 

2 1
2 0

2 2 11
1

2 11
2

1 2

x
x

x yy

x y yy

x


     

   
     

 

  

 

Vậy 
1

0;
2

S
  

   
  

 

 

VD2:Định m để hệ vô nghiệm 

 
 

 
 

22 3 1 3

2

m x m y
I

m x y y

   


  

 

 
 

 

22 3 1 3

2 2

m x m y
I

mx m y

   
 

  

Đúng: hpt có vô số nghiệm ,x R y R     

Sai: hpt vô nghiệm 
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Ta có 
   

   

2 3 22 2 3 1 2 7 3

3 2 6 1 3x

D m m m m m m m

D m m m

      

     
 

Hệ đã cho vô nghiệm 

 

 

 23 2

2

0

0

2 7 3 02 7 3 0

3 0 0

1
2 7 3 0 3

2

x

D
I

D

m m mm m m

m m

m m m m


 



       
  

   

       

 

  Vậy hệ vô nghiệm khi: 
1

3
2

m m    

  VD3: định m để hệ có vô số nghiệm: 
 

4 1

6 2 3

x my m

m x y m

   


   
 

  Ta có:  

  

 

   

    

2

2

2

8 6 6 8

2 1 3 2

4 3 1 6 11 18

x

y

D m m m m

D m m m m m

D m m m m m

       

       

         

 

  Hệ có vô số nghiệm 

0

0

0

x

y

D

D

D

 


 
 

 

    

2

2

2

6 8 0 2 4

2 0 2 1 2

2 911 18 0

m m m m

m m m m m

m mm m

        
 

             
          

 

  Vậy hệ có vô số nghiệm khi m= -2. 

  VD 4: Tìm các giá trị của b sao cho với mọi  thì hệ phương trình sau có nghiệm 

    
  2

2

1

x ay b

ax a y b

 


  
 

  Ta có:  

  

2

2

1 2

1
0 2 1 0 1

2

D a a

D a a a a

  

         
  

Thì hệ luôn có nghiệm 

Khi a = -1, hệ trở thành: 
2

2

2

x y b

x y b

 


  
 

Hệ có nghiệm 2 2 0 0 1b b b b b b           

Khi 
1

2
a  , hệ trở thành 

22

x y b

x y b

 
 

 
 

Hệ có nghiệm  2 1
2 2 1 0 0

2
b b b b b b           

Vậy hệ có nghiệm với mọi a khi: 

0 1

01
0

2

b b

b
b b

   


 
   



 

VD5: Giải và biện luận hệ phương trình sau: 
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 

 

1 1

1 1

a x by

b x ay

  


  

 

Hệ tương đương: 
1 1

1 1

ax a by ax by a

bx b ay bx ay b

      
 

      
 

Ta có:  

  

  

2 2

1x

y

D a b a b a b

D a b a b

D a b

    

   

 

 

Biện luận: 

1/ 2 20 0D a b a b        

Hệ có nghiệm duy nhất: 

 

  

  

1

1

x

y

a b a bD
x

D a b a b

D
y

D a b

  
 

 

 


 

2/ 0; 0; 0x ya b D D D      

* 0b  : Hệ có vô số nghiệm. 

3/ ; 0; 2ya b D D b      

0; 0; 0yb D D      hệ vô nghiệm 

4/ 
0. 0. 1

0 :
0. 0. 1

x y
a b

x y

 
  

 
   hệ vô nghiệm 

VD6: Tìm m để hệ phương trình 
( 1) 8 4

( 3) 3 1

m x y m

mx m y m

  


   
 có nghiệm duy nhất 

Hướng dẫn giải: 

Ta có: 
1m

D
m


   

8

3m 

2( 1)( 3) 8 4 3m m m m m        

Hệ đã cho có nghiệm duy nhất
20 4 3 0D m m       

            1m  và 3m  . 

VD7:Giải và biện luận hệ phương trình:
2 (1)

4 6(2)

mx y m

x my m

 


  
 

Hướng dẫn giải: 

 

Từ (1) suy ra 2y mx m  , thay vào (2) ta được: 

2 24 ( 2 ) 6 (4 ) 2 6x m mx m m m x m m           

    
2( 4) ( 2)(2 3)m x m m        (3) 

i) 
2 4 0 2m m     : Hệ có nghiệm duy nhất: 

22 3 2 3
; 2 2

2 2 2

m m m m
x y mx m m

m m m

  
     

  
 

ii) m=2: Hệ trở thành 
2 4

2 4
4 2 8

x y
x y

x y

 
  

 
. 

 Hệ có vô số nghiệm ( ;2 4);x x x R   

iii) m=-2:(3) trở thành 0 4x  :Hệ vô nghiệm. 
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Bài tập củng cố: 

Bài 1. Tìm các giá trị của m để nghiệm của hệ phương trình sau là số dương: 
2

3

x y

mx y

 


 
 

Bài 2. Cho hệ phương trình: 
2

1

mx y m

x my m

 


  
 

a/ Tìm m để hệ có nghiệm duy nhất. Tìm hệ thức liên hệ x, y độc lập với m. 

b/ Định m nguyên để hệ có nghiệm duy nhất là nghiệm nguyên. 

Bài 3. Cho hệ phương trình: 
3 0

2 1 0

x my m

mx y m

  


   
 

 a/ Định m để hệ có nghiệm duy nhất 

 b/ gọi (x,y) là nhgiệm của hệ,tìm hệ thức liên hệ giữa x,y độc lập với m. 

Bài 4. Định m nguyên để hệ có nghiệm nguyên 

1/
2

( 1) ( 1) 1

mx y m

m x m y

 


   
;     2/

2 2

2 2

( 1) 1

mx y m

m x y m

  


   
 

Bài 5. Định m để hệ sau có vô số nghiệm: 

1/
2( 2) (5 3) 2( 2)

( 2) 3 2

m x m y m

m x my m

    


   
  2/

4 1

( 6) 2 3

x my m

m x y m

   


   
 

 

Bài 6. Với giá trị nào của a thì mỗi hệ phương trình sau có nghiệm: 

1/  
( 1) 1

( 1) 2

a x y a

x a y

   


  
              2/  

( 2) 3 3 9

( 4) 2

a x y a

x a y

   


  
 

3/  
2

( 1) ( 1) 1

ax y a

a x a y

 


   
                             4/ 

3 1

3 4

x ay

ax y a

 

   

 

 5/  

3

2 3 4

( 1) ( 1) 2

( 1) ( 1) 1

a a x a a y a

a x a y a

     


    

 

Bài 7. Tìm tất cả các cặp số nguyên (a;b) sao cho hệ phương trình sau có nghiệm: 

          
2

6 4

ax by

x by

 


 
 

Bài 8. Định m để các hệ phương trình sau vô nghiệm: 

1/ 
2

1

( ) 2

mx my m

m m x my

  


  
             2/ 

22 3( 1) 3

( ) 2 2

m x m y

m x y y

   


  
       3/ 

2

5

(2 ) 4

(2 1) 2

m x m m

mx m y m

    


   

 

Bài 9. Định ( a; b ) để hệ phương trình sau vô nghiệm :  
ax by a b

bx ay a b

  


  
  

Bài 10. Định m để hệ phương trình sau có vô số nghiệm: 

1/
2( 2) (5 3) 2( 2)

( 2) 3 2

m x m y m

m x my m

    


   
                   2/

4 1

( 6) 2 3

x my m

m x y m

   


   
 

3/ 
( 1)

3 (5 ) 2 1

mx m y m

x m y m

  


   
                                 4/ 

2 ( 1) 2

3 2

x m y

mx y m

  


  
 

Bài 11. Cho hệ phương trình: 
( 1) 3 1

2 5

m x my m

x y m

   


  
 

 Định m để hệ phương trình có nghiệm duy nhất (x;y) mà x2 + y2 nhỏ nhất 

Bài 12. Cho hệ phương trình 
2

( 1) 2 1

2

m x my m

mx y m

   


  
 

 Định m để hệ có nghiệm duy nhất (x;y) mà x.y lớn nhất. 



CÁC CHUYÊN ĐỀ LUYỆN THI ĐẠI HỌC  Chuyên đề 2. Phương trình và hệ phương trình đại số 

GIÁO VIÊN: BÙI PHÚ TỤ. TỔ TOÁN TRƯỜNG THPT NAM DUYÊN HÀ TRANG 40 

Bài 13. Cho  hệ phương trình :
. 2 2

1

a x y

x ay

 


  
 

1/ Chứng minh rằng hệ phương trình có nghiệm với mọi a. 

2/ Tìm a để hệ có nghiệm ( x; y) thỏa mãn: x + y > 0 

Bài 14. Xác định a, b, c để hệ phương trình 
2

( 1) 10 3

ax by a b

c x cy a b

  


    
 có vô số nghiệm, đồng thời x = 1, y = 3 

là một nghiệm trong các nghiệm đó. 

Bài 15. Cho hệ phương trình:  
3 0

2 1 0

x my m

mx y m

  


   
 

1/ Định m để hệ có nghiệm duy nhất  

2/ Gọi (x;y) là nghiệm của hệ. Tìm hệ thức liên hệ giữa x và y độc lập với m. 

 

B. HỆ PHƯƠNG TRÌNH BẬC NHẤT 3 ẨN 

 

 1. Phương pháp: 

 

           Hệ phương trình bậc nhất ba ẩn có dạng :  

1 1 1 1

2 2 2

2 2 2 2

3 3 3 3

, 0,  1,2,3i i i

a x b y c z d

a x b y c z d a b c i

a x b y c z d

  


      
   

  

          Các phương pháp giải hệ phương trình này là: pp Gau – xơ, pp Cramer, pp thế. 

 

 2. Ví dụ: 

 VD1: Giải hệ:
3 2(1)

4 2 3 15(2)

2 4 7(3)

x y z

x y z

x y z

   


   
   

 

Hướng dẫn giải: 

 

Ta khử ẩn z ở phương trình (2) và (3) bằng cách nhân (1) với 3 rồi cộng vào (2), nhân (1) với -4 rồi 

cộng vào (3). Khi đó ta được: 

 

3 2

7 7 21(2')

2 11 15(3')

x y z

x y

x y

   


  
  

 

Giải hệ phương trình bậc nhất hai ẩn (2’) và (3’) ta được x=-2,y=1. Thay các giá trị này vào (1) ta được 

z=3. Vậy hệ đã cho có nghiệm (-2;1;3). 

 

VD 2:Biết rằng hệ phương trình 
ax by c

bx cy a

cx ay b

 


 
  

 có nghiệm 

Hãy chứng minh:
3 3 3 3a b c abc     

Hướng dẫn giải: 

Giả sử (x;y) là nghiệm của hệ đã cho. Khi đó: 

ax by c

bx cy a

cx ay b

 


 
  

, suy ra 

2 3

2 3

2 3

( )

( )

( )

c ax by c

a bx cy a

b cx ay b

  


 


 

 

Cộng từng vế ta được:
3 3 3 2 2 2 2 2 2a b c a bx a cy b cx b ay c ax c by         

     
( ) ( ) ( )

3
ab ax by bc bx cy ca cx ay
abc bca cab abc

     
   
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Bài tập củng cố: 

 

Bài 1. Giải hệ phương trình:1/

6

5

4

3

12

7

xy

x y

yz

y z

zx

z x


 












 ;   

5

2) 11

7

xy x y

yz y z

zx z x

  


  
   

;  

( ) 4

3) ( ) 9

( ) 1

x y z

y z x

z x y

  


 
  

 

Bài 2.  Giả sử hệ : 

ax by c

bx cy a

cx ay b

 


 
  

 có nghiệm. 

  Chứng minh rằng: 3 3 3 3a b c abc    

Bài 3. Cho tam giác ABC có các cạnh a = 7, b = 5, c = 3. Hãy tìm bán kính  đường tròn tâm A, tâm B, 

tâm C đôi một tiếp xúc nhau.  

 

  C. HỆ PHƯƠNG TRÌNH BẬC HAI HAI ẨN 

 

 I. Hệ phương trình gốm 1 phương trình bậc nhất và 1 phương trình  bậc hai: 

  

1. Phương pháp: 

 

   Có dạng : 
2 2

ax by c

dx exy fy gx hy k

 


    
 

Từ phương trình bậc nhất, ta tính y theo x ( hay x theo y) và thế vào phương trình      bậc hai  để được 

phương trình bậc hai theo 1 ẩn x ( hay ẩn y) 

 

2. Ví dụ: 

   Bài tập củng cố: 

Bài 1. Giải các hệ phương trình sau: 

1/

2 2

1 1 1

3 2 3

1 1 1

9 4 4

x y

x y


 



  


;  2/

2 2

1 1 1

1 3

1 1 1

( 1) 4

x y

x y


  


  
 

;  3/  

3
2

1 2

4

x y x y

x y

x y

 
 


  

. 

Bài 2. Giải các hệ phương trình : 

1/

4 2( ) 4( ) 117 0

25

x y x y

x y

     


 
            2/ 

2 2(18 18 18 17)(12 12 1) 0

3 4 0

x x y x xy

x y

      


 
 

3/
3 3

1

7

x y

x y

 


 
          4/ 

2 2( )( ) 45

5

x y x y

x y

   


 
 

Bài 3. Giải và biện luận theo tham số a của hệ phương trình: 

     
4 4 4

x y a

x y a

 


 
 

   II. Hệ phương trình đối xứng loại 1: 

   

1. Phương pháp: 

 

Hệ đối xứng loại 1 có đặc trưng là nếu thay x bởi y, y bởi x thì mỗi phương trình trong hệ không đổi. 

    Cho hệ đối xứng loại 1: (I) 
( ; ) 0

( ; ) 0

f x y

g x y





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  - Đặt S = x + y và P = x.y, biến đổi hệ (I) thành hệ theo S và P : 

    (II)
( ; ) 0

( ; ) 0

F S P

G S P





 

 Giải hệ (II) để tính S và P. 

 Điều kiện để tồn tại x, y là 
2

0 04 0S P   

 Với mỗi cặp nghiệm ( S0 ; P0) của (II) thì x, y là nghiệm của phương trình X2 – S0P + P0 = 0. 

Ngoài ra, ta cũng có thể đặt ẩn phụ thì hệ phương trình mới có dạng đối xứng, nhưng khi đó ta cần lưu 

ý đến điều kiện. 

 * Chú ý: Tính chất của nghiệm đối xứng : 

-  Nếu ( xo ; y0) là một nghiệm thì ( x0 ; y0) cũng là một nghiệm của hệ. Do đó, nếu hệ có nghiệm duy 

nhất ( x0 ; y0) thì nghiệm đó cũng là ( y0 ; x0), suy ra x0 = y0. 

 

2. Ví dụ: 

VD1: Giải hpt sau: 

     
2 2

3

2

x y xy
I

x y y x

  


 
 

  Đây là hpt đối xứng loại 1 

   
 

 

3

2

x y xy
I

xy x y

  
 

 

 

  Đặt: 
S x y

P xy

 



  với   2 4 0S P   

  Hpt đã cho trở thành:  

   

 

3

2

1

2

2

1

S P

SP

S

P
l

S

P

 




 



 




 

  Với 
2

1

S

P





 thì  

2

1

x y

xy

 



 

     
1

1

x

y


 


 

  Vậy hệ có nghiệm x = 1 và y = 1 

VD2: 

 Giải hệ phương trình: 

 

2 2

2 2

8

7

x y x y

x y xy

    


  

 

 

   Hướng dẫn giải: 

 

Ta có:     

2 2

2 2

8

7

x y x y

x y xy

    


  

  

    

2

2

( ) 8

( ) 7

x y xy x y

x y xy

     


  
 

 Có dạng      

2

2

2 8

7

S P S

S P

   


 
   với 

S x y

P xy

 



 

                 

2 2

2

2( 7) 8

7

S S S

P S

    
 

 
 

  thoả S2 – 4P   0 

 Với 
2 3 1

3 1 3

S x y x x
hay

P xy y y

        
  

      
 

  Với  
3 1 2

2 2 1

S x y x x
hay

P xy y y

     
  

    
 

    

VD3: 

 Giải hệ phương trình: 

2 2

2 3 2

6

x xy y

x y

    


 

 

Hướng dẫn giải:  

 

Đặt S x y  ; P xy , ta có hệ: 

2 2 2

2

2 10 6 2 ( 1) (3 2)2 3 2

2 6 2 3 2 2 3 2

S S SS P

S P S P P S

           
   

           
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2 2

2 2

4 2

6 4 2

S

P

S

P

  

 

 
   


 

  

 Với 2 2S   ; 2 2P  ; x,y là nghiệm phương trình: 

    
2

2
(2 2) 2 2 0

2

X
X X

X


     


 

 Với 4 2S    ; 6 4 2P   ;x,y là nghiệm phương trình: 

   
2 (4 2) 6 4 2 0X X     : vô nghiệm. 

Vậy hệ có nghiệm: (2; 2) và ( 2;2) . 

  VD4: 

  Giải hệ phương trình: 
3 3 2

( ) 2

x y

xy x y

  


 
 

Hướng dẫn giải: 
3 3 32 ( ) 3 ( ) 2

( ) 2 ( ) 2

x y x y xy x y

xy x y xy x y

      
 

      

Đặt: ;u x y v xy    

Ta có 

3 33 2 6 2

2 2

u uv u

uv uv

    
 

  
 

2 2

2 1

u u

uv v

  
  

  
 

Vậy
2

1

x y

xy

 



 

x,y là nghiệm của phương trình 
2 2 1 0X X    

     1X   

Vậy nghiệm ( ; )x y  của hệ đã cho là (1;1) . 

 VD5: Cho hệ phương trình: 

2 2

x y xy m

x y m

  


 
 

1/ Giải hệ với m=5 

2/ Với giá trị nào của m thì hệ có nghiệm? 

    Giải: 

  1/Với m=5, ta có: 

2 2

5

5

x y xy

x y

  


 
2

5

( ) 2 5

x y xy

x y xy

  
 

  
2 2

5 2

2 5 2 15 0

S P P S

S P S S

    
  

    

3

2

5

10

S

P

S

P

 



  



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Ta chỉ nhận 
3

2

S

P





 thoả S2- 4P0 

 

Ta chỉ nhận 
3

2

S

P





 thoả S2 – 4P0 nên x,y là nghiệm của phương trình X2 – 3X +2 =0  

1

2

X

X


 


 

Vậy 
1 2

2 1

x x
hay

y y

  
 

 
 

2/ Giá trị của m để hệ có nghiệm 

Ta có: 

2 2 2

(1)

2 (2)

x y xy m S P m

x y m S P m

     
 

   
với 

S x y

P xy

 



 


2

2
3 3 0

2( )

P m S
S S m

S m S m

 
   

  
 

1

1 1

2

2 2

1 1 3

1 1 3

S m

P m S

S m

P m S

    


 
 

    
  

 ( với điều kiện 1+3m0m -
1

3
) 

Với m -
1

3
 hệ phương trình sẽ có nghiệm nếu S24P hay: 

2

1 1

2

2 2

4

4

S P

S P

 




2

2

( 1 1 3 ) 4( 1 1 3 )

( 1 1 3 ) 4( 1 1 3 )

m m m

m m m

       
 

      

 

1 1 3 2 1 3 4 4 4 1 3

1 1 3 2 1 3 4 4 1 3

m m m m

m m m m

        
 

       

 

     
2 1 3 ( 2)

2 1 3 2 0

m m

m m

    


   

(loại vì m -
1

3
) 

                                              ( với m -
1

3
) 

 4(1+3m)m2+4m+4 

 

m2-8m0m  0;8  

Vậy m  0;8  

  Giả sử (x,y) là nghiệm của hệ phương trình: 

       VD6:Cho hệ phương trình 
2 2 2

2 1

2 3

x y a

x y a a

  


   
 

Xác định a để tích xy nhỏ nhất 

     Giải 

Ta có: 

2
2 2

2 1
2 1

3
2 2 3 3 2

2

S s
S a

a
S P a a P a

  
  

 
       



 

Để phương trình có nghiệm thì :S2 - 2P0  (2a – 1)2-4(
23

2

a
- 3a + 2)0 
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                                                                       -2a + 8a -70  a
2 2

2 ;2
2 2

 
  

 
 

P = xy =
23

3 2
2

a
a   là biểu thức hàm bậc hai có hoành độ đỉnh cực tiểu nhỏ nhất tại a= 1 2-

2

2
 

Vậy xy đạt giá trị nhỏ nhất tại a=2- 
2

2
 

VD7: Cho hệ phương trình 
2 2 3 8

x y xy a

x y xy a

  


  
 

a/ Giải hệ với a = 
7

2
 

b/ Với giá trị nào của a thì hệ có nghiệm. 

         Giải 

a/ Ta có : 

2 2
2 2

7

2

3 8 5

2

x y xy
x y xy a

x y xy a
x y xy


     

 
     



  

7

2

5
.

2

S P

S P


 


 




1

5

2

5

2

1

S

P

S

P

 

 

 

 

 

Ta chỉ nhận 

5

2

1

S

P





 

 thoả điểu kiện S2 – 4P   0 và x, y là nghiệm của phương trình 

X2 - 
5

2
X + 1= 0   

2

1

2

X

X



 


  

Vậy 

2 1

 hay 21

22

x
x

y
y

  
 

 
  

 

b/ Trường hợp tổng quát 
. 3 8

S P a

S P a

 


 
 thì S,P là nghiệm của phương trình X2 – aX +3a – 8 =0 (1) 

Phương trình có nghiệm khi  2 4(3 8) 0a a      

 2
4

12 32 0
8

a
a a

a


     


 

Với điều kiện đó phương trình (1) có nghiệm  

2

1

2

2

12 32

2

12 32

2

a a a
X

a a a
X

  


  


 

 

 

 Nếu chọn S=
2 12 32

2

a a a  
 và P=

2 12 32

2

a a a  
 thì hệ có nghiệm khi 

S2 – 4P 0  ( 
2 12 32a a a   )2   8( 

2 12 32a a a   )  

  a2 – 10a +16   (a+4) 
2 12 32a a   
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  (a - 2)(a – 8)  (a+4) ( 4)( 8)a a   (2) 

 Nếu chọn S=
2 12 32

2

a a a  
và P= 

2 12 32

2

a a a  
 thì hệ có nghiệm khi: 

S2 – 4P 0  (a – 2)(a – 8)   -(a+4) ( 4)( 8)a a    (3) 

Từ (2) va (3) suy ra: 

 (a – 2)(a – 8)  - 4a  ( 4)( 8)a a   (4) 

Vì  (a – 2)(a – 8)   0 
2

 
8

a

a





thì thỏa (4) 

Do đó với a  2;4  thì (a – 2)(a – 8) < 0 nên  

(4) 

2 2 2

2

( 2) ( 8) ( 4) ( 4)( 8)

4 13 8 0

13 3 33 13 3 33
;

8 8

a a a a a

a a

a

      

   

  
  

 

 

Kết hợp với các điều kiện trên ta thấy hệ phương trình đã cho có nghiệm khi a
13 3 33

8


 hay a 8 . 

 

   Bài tập củng cố: 

  Bài 1/ Giải hệ phương trình: 

2 2 4

2

x xy y

x xy y

   


  
 

HD: Đặt S= x + y & P= xy với điều kiện S2 - P  0 ta được kết quả  

 

2 0
 hay 

0 2

x x

y y

  
 

 
 

  Bài 2/ Giải hệ phương trình 
30

35

x y y x

x x y y

  


 

 

HD: Đặt S= x y & P= xy  ta được kết quả 
9 4

4 9

x x
hay

y y

  
 

 
 

 

 Bài 3/ Giải hệ phương trình 2 2

2 3 2

6

x xy y

x y

    


 
 

HD: Đặt S= x + y & P= xy với điều kiện S2 - P  0 ta được kết quả  
2 2

2 2

x x
hay

y y

    
 

  
 

Bài 4/ Giải hệ phương trình  
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a)

 2 2

2 2

1
( ) 1 5

1
1 9

x y
xy

x y
x y

  
    

 


     
 

 

HD: 

1 3 5

 hay 23 5

12

x
x

y
y

   
 

 
  

 

   

 Bài 5/Giải hệ phương trình: 

2 2

5
)

7

x y
a

x xy y

 


  
 c)

2 2

2 2

1 1
5

1 1
49

x y
x y

x y
x y


   



    


 

  
2 2

15
)

42

xy
b

x y x y




   
   

3 3 3 3 17
)

5

x x y y
d

x xy y

   


  
 

  Bài 6/ Giải hpt sau: 

5 5

9 9 4 4

1x y

x y x y

  


  
    ( ĐS:    0;1 , 1;0 ) 

  Giải hệ phương trình: 

2 2 4

2

x xy y

x xy y

   


  
 

HD: Đặt S= x + y & P= xy với điều kiện S2 - P  0 ta được kết quả 
2 0

 hay 
0 2

x x

y y

  
 

 
 

Bài 7: 
 

 Cho hệ phương trình 

2 2

2

4  (1)

3 4      (2)

x xy y k

y xy

   


 
 

1/ Giải hệ với k = 1 

2/ Chứng tỏ rẳng hệ có nghiệm với mọi k  

HD: 1/ 
1 1

 hay 
4 4

x x

y y

   
 

  
 

         2/ kết hợp 2 phương trình để tìm x theo y va thay vào phương trình còn lại để còn một phương 

trình theo ẩn y duy nhất  

Bài 8: Cho hệ phương trình 

2 2

2

2(1 )

( ) 4

x y a

x y

   


 
 

1/ Giải hệ với a=1 

2/ Tìm các giá trị của a để hệ có đúng 1 nghiệm 

HD: 1/ Đặt S= x + y & P= xy với điều kiện S2 - P  0 ta được kết quả 
0 2

 hay 
2 0

x x

y y

   
 

  
 

         2/ 

2 2

2

2(1 )

( ) 4

x y a

x y

   


 
 

2( ) 2 2(1 )

2

x y xy a

x y

    
 

  
 

1

2

xy a

x y

 
 

  
 

Điều kiện có nghiệm là (x+y)2 – 4xy   0 

                                      4 – 4(1 – a)   0  a0 

Vậy x,y là nghiệm của phương trình có cùng biệt số ' a   và có 4 nghiệm khác nhau X= 1 a ,  
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X’= -1 a  khi a>0 ,nên để chỉ còn 2 nghiệm a thì a=0 , lúc đó X=x = y=1, X’=x=y= -1 

Vậy hệ phương trình có đúng 2 nghiệm là (1:1) , (-1:-1) khi a=0 

Bài 9: Cho hệ phương trình 
2 2 2 2

x y m

x y x

 


  
 giải và biện luận theo m  

HD: 1/ Nếu m=-1 Hệ vô nghiệm 

          2/ Nếu m  -1, hệ có nghiệm 

2

2

2

2( 1)

2

2( 1)

m
x

m

m m
y

m

 





  
 

 

Bài10: Cho hệ phương trình 
2 2

1x xy y m

x y xy m

   


 
 

1/ Giải hệ với m=2 

2/ Tìm m để hệ có ít nhất một nghiệm thỏa điều kiện x>0 : y>0  

HD: 

1/ Đặt S= x + y & P= xy với điều kiện S2 - P  0 ta được kết quả  x=y=1 

2/x,y là nghiệm của phương trình bậc hai X2 – SX + P =0 từ đó ta suy ra giá trị của m để hệ có ít nhất 

một nghiệm thỏa x>0, y>0  

ĐS: m 
1

0;  hay m 2
4

 
 

 
 

Bài 11: Giải hệ phương trình 
30

35

x y y x

x x y y

  


 

 

HD: Đặt S= x y & P= xy  ta được kết quả 
9 4

4 9

x x
hay

y y

  
 

 
 

Bài 12: Giải hệ phương trình 
2 2

2 3 2

6

x xy y

x y

    


 
 

HD: Đặt S= x + y & P= xy với điều kiện S2 - P  0 ta được kết quả  
2 2

2 2

x x
hay

y y

    
 

  

 

Bài 13: Giải hệ phương trình 
2 2

2 2

1 1
5

1 1
9

x y
x y

x y
x y


   



    


 

HD: 

1 3 5

 hay 23 5

12

x
x

y
y

   
 

 
  

 

 

 Baøi 14: Giaûi caùc heä phöông trình sau ñaây: 

 21/ 
5( ) 2 19

15 5( ) 175

x y xy

xy x y

   


   
                     22/ 

2 2

1 1 1

3

160

x y

x y


 


  

 

 23/ 

2 2

1 1
5

1 1
13

x y

x y


 



  


                                          24/ 

1
3

2

4
2

x
x y

x

x y


  


  
 
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 25/ 
3 3 2

( ) 2

x y

xy x y

  


  
                                       26/ 

2 2

18

12

x y

y x

x y


 


  

 

 27/ 
2 2 2

2 2

( ) ( ) 100

( )( ) ( ) 34

x xy x y

x xy x y x xy x y

    


      

         28/   
4 2 2 4

2 2

481

37

x x y y

x xy y

   


  

 

 29/ 
2 2 2 2

2 2

( 2 ) ( 2 ) ( 2 )( 2 ) 13

( 2 )( 2 )( 2 2 ) 12

x y y xy x y y xy

x y y xy x y y xy

       


      

 30/ 
2 2

2 2

7

3

x y xy

x y xy

   


  

 

 31/
2 2 2 ( 3) 2 ( 3) 9 0

2( ) 6 0

x y x y y x

x y xy

       


   
                  32/

2

2 2

2( ) 1

0

x y xy

x y xy

   


 

 

    

III. Hệ phương trình đối xứng loại 2: 

 

   1. Phương pháp: 

 

Hệ đối xứng loại 2 có đặc trưng nếu thay x bởi y, y bởi x thì phương trình này trở thành phương trình 

kia và ngược lại 

 Hpt : 

1 1 2

2 2

( ; ) 0 ( ; ) ( ; ) 0

( ; ) 0 ( ; ) 0

f x y f x y f x y

f x y f x y

   
 

    

   
2

2 2

& ( ; ) 0( ) ( ; ) 0

( ; ) 0 ( ; ) 0 & ( ; ) 0

x y f x yx y F x y

f x y F x y f x y

   
  

   
 

Trong đó F(x;y) là biểu thức đối xứng của x,y. 

Chú ý: i) Có thể ta phải đặt ẩn phụ thì hpt mới có dạng đối xứng, nhưng khi đó ta cần lưu ý đến điều 

kiện của ẩn phụ. 

           ii) Nếu các ẩn x,y có cùng một điều kiện thì thay vì giữ nguyên phương trình (2) ta nên cộng hai 

phương trình lại với nhau để đưa hệ hai về dạng đối xứng loại 1. 

 

   2. Ví dụ: 

 

VD1: Giải hệ phương trình: 

2 1 3

2 1 3

x y

y x

   


  

 

Hướng dẫn giải: 

Điều kiện: 1; 1x y  . 

Đặt: 1; 1( , 0)X x Y y X Y     , ta có hệ: 

2 2

2 2

2( 1) 3 2 1(1)

2( 1) 3 2 1(2)

X Y X Y

Y X Y X

      
 

      
 

Lấy (1) trừ(2) vế theo vế: 
2 22( ) ( ) 0 ( )(2 2 1) 0X Y X Y X Y X Y          

2 2 1 0

X Y

X Y


 

  
 

i) Với X=Y, thay vào (2) ta có: 

2 1
2 1 0

2
X X X     (vì 

5
0)

4
X x y     
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ii) Với 
1

2 2 1 0 (1 2 )
2

X Y Y X      , thay vào (1) ta có: 

2

1 5 1 5
( )

4 4
4 2 1 0

1 5
( )

4

X Y l

X X

X l

  
  

   
 




 

Vậy hệ có nghiệm 
5 5

;
4 4

 
 
 

. 

  VD2: 

  Giải hệ phương trình: 
2 3 2

2 3 2

3 2 (1)

3 2 (2)

y x x x

x y y y

   


  
 

  Hướng dẫn giải: 

Lấy (1) trừ (2) vế theo vế ta được: 
2 2 3 3 2 2

2 2

2 2 2

3( ) 2( )

( )( 2 2 2) 0

1
( ) ( 2) 0

2

y x x y x y x y

x y x xy y x y

x y x y x y x y

      

       

          

 

(vì 
2 2 2( 2) 0)x y x y      

Thay x=y vào (1) ta được: 
3 2 24 2 0 ( 4 2) 0x x x x x x        

           
2

00

4 2 0 2 2

xx

x x x

 
  

     
 

Vậy hệ có 3 nghiệm: (0;0);(2 2;2 2);(2 2;2 2)    . 

 

 VD3: Giải hệ phương trình: 

   

2 2

2 2

2 2  (1)
 

2 2  (2)

x y x y

y x y x

   


  
 

     Hướng dẫn giải:  

Trừ từng vế cua phương trình (1) cho (2) ta có: 

x2 – y2 – 2y2 + 2x2 = 2x – 2 y+ y– x  
2 23( )

( )(3 3 1) 0

0

3 3 1 0

1 3

3

x y x y

x y x y

x y

x y

x y

x
y

   

    

 
 

  


 
 


 

Thay vào phương trình (1) ta có: 

TH1: x = y  x2 – 2x2 = 3x  x ( x+3) = 0 

                                     
0 0

3 3

x y

x y

  


    
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       TH2: y = 
1 3

3

x
   

2

2 1 3 1 3
2 2

3 3

x x
x x

  
   

 
 

                                    
2 29 2(1 6 9 ) 18 3 9x x x x x       

                   
29 3 5 0x x x      

  Vậy x = y = 0 hoặc x = y = -3 

 

 VD4: Giải hệ phương trình: 
2

2

2 5 4

2 5 4

x x y

x y x

   


  
 

 Hướng dẫn giải: 

 

 

2

2

2 5 4

2 5 4

x x y

x y x

   


  
 

 

2 2

2

( ) 2( ) 4( )

2 5 4

x y x y x y

x x y

      


  
 

  2

( )( 2) 0

2 5 4

x y x y

x x y

   


  
 

 

2

2

0

2 5 4 0

2 0

2 5 4 0

x y

x x y

x y

x x y

  


   
   


   

 

 TH1: 

2 2

2

0
    

2 5 4 0 2 5 4 0

6 5 0 (a+b+c=0)

1

1 hay x=5 5

x y x y

x x y x x x

x y

x x

x y x y

x x y

   
 

       


 

  

   
  

  

 

 TH2: 

2

2 2

2 0

2 5 4 0

2 2

2 13 0 ( 1) 12 0 2

x y

x x y

y x y x x

x x x y x

  
 

   

       
    

         

 

 Hệ phương trình vô nghiệm 

 Vậy nghiệm của hệ phương trình đã cho là: 
1 5

 hay 
1 5

x x

y y

  
 

 
 

 VD5: Giải và biện luận  theo m hệ phương trinh sau: 

2

2

1 (1)

1 (2)

x my

y mx

  


 
 

 Giải: Lấy (1) – (2) ta được: 

(1) – (2)

( )( ) ( )

( )( ) 0

x y x y m x y

y x
x y x y m

y x m

    


      

  

 

 TH1: y = x 
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 (1) 2 21 0 ( = 4)x mx m       

 Phương trình có nghiệm 0 4m     

Khi đó hệ có nghiệm x = y =
2 4

2

m m


 
  và x = y =

2 4

2

m m


 
  (*) 

 TH2: y = -x – m  

 (1)

2 2

2 2 2

1 0

     4( 1) 3 4 0

x mx m

m m m

    

       
 

Phương trình vô nghiệm 

Vậy  

 2 : ( ; ) , ( ; )m      như trên 

 2m  : vô nghiệm  

 VD6: Giải và biện luận theo m hệ: 

2

2

2  (1)

2  (2)

x xy y mx

y xy x my

   


  
 

 Trừ từng vế hai phương trình ta được : 

 (x – y)(x + y – m +1) =0 
1 0

x y

x y m


 

   
 

Thay x = y vào (1) ta được nghiệm  

                    x = y = 0 hay x = y = 
1

3

m 
 

Thay x + y –m + 1=0 1y m x    , thay vào (1): 

       2 ( 1) 1 0x m x m      có ( 1)( 5)m m     

 Biện luận theo m biệt số   để suy ra nghiệm x và y 

  

 

 Bài tập củng cố: 

Bài 1/ Giải hệ phương trình sau: 

2

2

3 2
)                        

3 2

x x y
a

y y x

  


 
 

 ĐS: (0;0) , (5;5) , (2;-1) , ( 1;2)  

 Bài 2/  Giải hệ phương trình sau: 

3

3

2
)                        

2

x x y
a

y y x

  


 
 

  ĐS: (0;0) , (1;-1) , (-1;1) , ( 3; 3) ; (- 3; 3)  

 Bài 3/  Giải hệ phương trình sau: 

2

2

1
0 (1)

4
)                        

1
0 (2)

4

x y

a

x y


  


   


 

 ĐS: 
1 1

( ; ) 
2 2

   

 Bài 4/ Giải hệ phương trình:

2

2

2
)

2

x y
a

y x

  


 
 

              

3

3

5
)

5

x x y
b

y y x

  


 
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 Bài 5/ Giải hệ phương trình:  a)

1 3
2

1 3
2

x
y x

y
x y


 



  


     b)  

3

3

3 8

3 8

x x y

y y x

  


 
 

 Bài 6/ Giải hpt sau:  a) 

2

2

2

2

2
3

2
3

y
y

x

x
x

y

 





 


   ( ĐS: 1x y  ) 

    b) 

3

3

1 2

1 2

x y

y x

  


 

  ( ĐS :  
1 5 1 5 1 5 1 5

1;1 , ; , ;
2 2 2 2

          
      
   

) 

 Bài 7 :  Giải hệ  

2 2

2 2

2 2  (1)
 

2 2  (2)

x y x y

y x y x

   


  
 (x = y = 0 hoặc x = y = -3) 

Bài 8 Giải hệ phương trình sau: 

2

2

2 5 4

2 5 4

x x y

x y x

   


  
    ĐS:

1 5
 hay 

1 5

x x

y y

  
 

 
 

Bài 9: Giải hệ phương trình:
2 1 3

2 1 3

x y

y x

   


  

  ĐS:
5 5

;
4 4

 
 
 

 

Bài 10: Giải hệ phương trình: 

2 3 2

2 3 2

3 2  (1)

3 2  (2)

y x x x

x y y y

   


  
 

Hệ có ba nghiệm  0;0  ; (2+ 2;2 2) ; (2 2;2 2)    

 Baøi 11: Giaûi caùc heä phöông trình: 

1/
2

2

2

2

x y x

y x y

  


 

                                               2/ 
2

2

2

2

x y

y x

 




 

3/
2

2

13 4

13 4

x x y

y y x

  


 

                                           4/ 
2

2

2 4 5

2 4 5

x y y

y x x

   


  

 

5/
3

3

2

2

x x y

y y x

  


 

                                               6/ 
2

2

3 2

3 2

x x y

y y x

  


 

  

7/ 
2 2

2 2

2 2

2 2

x y x y

y x y x

   


  

                                    8/ 
2 2

2 2

2 7

2 7

x y x

y x y

  


 

 

9/ 
2

2

2

2

x y xy

y x xy

  


 

             10/
2

2

20

20

x y

y x

  


 

 

11/ 
3 2

3 2

2

2

x y y

y x x

  


 

                                         12/
2

2

3
2

3
2

x y
x

y x
y


 


  


 

13/

2

2

1
2

1
2

x y
y

y x
x


 


  


                                           13/
3

3

3 8

3 8

x x y m

y y x m

   


  

 vôùi m = 0 vaø m = 10 

14/
2 2

2 2

2

2

x y y

xy x

  


 

             15/
2 2 2

2 2

2

2 1

x y x y

xy x

  


 
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16/
2

2

1 3

1 3

x y

y x

  


 

             17/ 

3 4

3 4

y
x y

x

x
y x

y


 


  


 

18/
2 2

2 2

2 3 2

2 3 2

x x y

y y x

   


  

                                 19/ 
3

3

3

3

x x y

y y x

  


 

 

20/

2

2

2 7

2 7

y
x

x

x
y

y


 


  


                                          21/
3

3

3 2

3 2

x x y

y y x

  


 

 

22/
3

3

4

4

x x y

y y x

  


 

             23/
2

2

8
7 0

8
7 0

x y
x

x y
y


  


   


 

24/
3 2

2 2

2 24

2 24

x x y

xy y

  


 

                                      25/
2

2

56
6 0

56
6 0

x y
x

x y
y


  


   


 

26/
3 2

3 2

4 3

4 3

x x y

y y x

   


  

                                      27/
2 3 2

2 3 2

4 7

4 7

y x x x

x y y y

   


  

 

28/
2 2 2

2 2 2

7 20

7 20

x y x x

y x y y

   


  

 

Baøi 12: Tìm m ñeå heä phöông trình sau coù nghieäm duy nhaát:
3 2 2

3 2 2

7

7

x y x mx

y x y my

   


  

 

Baøi 13: Cho phöông trình sau:
2

3

2

7 0

7 0

a
x y

x

a
y x

y


  



   


   

  Chöùng minh raèng heä coù nghieäm duy nhaát vôùi moïi a. 
 
Baøi14 : Giaûi vaø bieän luaän theo m cuûa heä phöông trình: 

        
2

2

2

2

x xy y mx

y xy x my

   


  

 

Baøi 15: Trong heä sau ñaây haõy xaùc ñònh a ñeå heä coù nghieäm duy nhaát: 
2 3 2

2 3 2

4

4

y x x ax

x y y ay

   


  

 

  

  IV. Hệ phương trình đẳng cấp: 

   

   1. Phương pháp: 

 

 Hệ đẳng cấp bậc 2 có dạng: 

2 2

1 1 1 1

2 2

2 2 2 2

a x b xy c y d

a x b xy c y d

   


  

 

 Xét xem x =0 (hay y=0) có thể là nghiệm của hpt không? 

 Với x 0(hay y 0). Đặt y=tx(hay x=ty), ta có:  
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2 2

1 1 1 1

2 2

2 2 2 2

(

(

x a b t c t d

x a b t c t d

   


  

 

Chia hai vế của 2 pt ta được 1 pt bậc hai theo ẩn t, từ đó tính x và suy ra y. 

Chú ý: Đối với hệ pt đẳng cấp bậc ba ta cũng thực hiện tương tự. 

 

   2.Ví dụ: 

 

 VD1:Giải hệ phương trình 
2 2

2 2

1

2 3 4 3

x xy y

x xy y

   


  
 

    Hướng dẫn giải: 

 

_Ta thấy x=0 không thoả hệ 

_Với 0x  , đặt y=tx, thay vào hệ ta được  
2 2

2 2

( 1) 1(1)

(2 3 4) 3(2)

x t t

x t t

   


  
 

Lấy (1) chia (2) ta được 
2 23( 1) 2 3 4 1t t t t t         

Với t=1, ta có 
2 1x  , suy ra hệ có nghiệm: (1;1);( 1; 1)   

Với t=-1 ta có 
2 1

3
x  , suy ra hệ có nghiệm 

1 1 1 1
; ; ;

3 3 3 3

    
   
   

 

   

  VD2: 

Giải hệ phương trình sau:  
2 2

2 2

3 2 11
                        

2 3 17

x xy y

x xy y

   


  
 

    Hướng dẫn giải: 

 

Ta thấy x=0, y=0 không thoả hệ phương trình, nói cách khác hệ phương rình không có nghiêm x 

=0 Đặt x = ky và thay vào hệ ta được: 
2 2

2 2

(3 2 1) 11 (1)

( 2 3) 17 (2)

y k k

y k k

   


  
 

2

2

3 2 1 11

2 3 17

k k

k k

 
 

 
 (

2 2 3k k  0) 

2 251 34 17 11 22 33k k k k       
240 12 16 0k k     

4

5

1

2

k

k


 

 
 


 

Thay vào (1) ta được: 

 k = 
4

5
  

2 25

3
y   
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                    

5 4

3 3

5 4

3 3

y x

y x


   




   


 

 
1

2
k  

2 4y   

                
2 1

2 1

y x

y x

  


    
 

 ĐS:    
4 5 4 5

; ; ; ; 1;2 ; 1; 2
3 3 3 3

   
      
   

 

 VD3: 

Giải hệ phương trình sau:  

 

2 2

2 2

3 5 4 38
                        

5 9 3 15

x xy y

x xy y

   


  
   

Hướng dẫn giải: 

 

Ta thấy x=0, y=0 không thoả hệ phương trình, nói cách khác hệ phương trình không có nghiêm x 

=0. Đặt x = ky và thay vào hệ ta được: 
2 2 2 2

2 2 2 2

3 5 4 38
                        

5 9 3 15

x tx t x

x tx t x

   


  

 

2 2

2 2

2
2

2

(3 5 4 ) 38 (1)

(5 9 3 ) 15 (1)

1

3 5 4 38 3
54 417 145 0

1455 9 3 15

18

x t t

x t t

t
t t

t t
t t

t

   
 

  


 

       
    



 

        Với t=
1

3
 thì (2)  x2 = 9 

3 1

3 1

x y

x y

  


    
 

                        Với t = 
145

18
  thì (2) x2 = 

15.108

12655
  : Phương trình vô nghiệm 

   Vậy 
3 3

 hay 
1 1

x x

y y

   
 

   
 

 

  VD4:  

 Giải hệ phương trình sau: 

  
2 2

2

6 5 0
                 

4 2 6 27 0

x y xy

x xy x

   


   
   

Hướng dẫn giải: 

Ta thấy x=0, y=0 không thoả hệ phương trình, nói cách khác hệ phương trình không có nghiêm x 

=0 Đặt x = ky và thay vào hệ ta được: 

   

2 2 2 2

2 2

6 5 0
                 

4 2 6 27

x t y tx

x tx x

   


  

2 2

2 2

(1 6 5 ) 0

4 2 6 27

x t t

x tx x

   
 

  

2

2 2

6 5 1 0

4 2 6 27

t t

x tx x

   
 

  
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2 2

2 2

1

2

4 6 27

1

3

2
4 6 27

3

t

x x x

x

x x x

 



    

  

   


      

2

2

3
1 3

2
2

9 9
5 6 27 0

5 10

1

3

1 5
14 18 81 0 9.

14

x y
t

x x x y

t

x x x

 
     

  
         





               

 

 

     1 15
3.

14
y

 
     

 

 

    ĐS:  
3 1 5 1 15 1 5 1 15 9 9

3; ; 9 ; 3 ; 9 ; 3 ; ;
2 14 14 14 14 5 10

                  
                                        

 

VD5:  Với giá trị nào của m thì hệ: 

2 2

2 2

3 2 11

2 3 17

x xy y

x xy y m

   


   
 

Vì x = 0, y = 0 không là nghiệm của hệ nên đặt: y = kx, hệ trở thành:  

  
   

   

2 2

2 2

3 2 11 1

1 2 3 17 2

x k k

x k k m

   


   

 

Chia (1) cho (2) ta được: 

 
    

     

2 2

2

17 3 2 11 1 2 3

16 2 6 3 40 0 3

m k k k k

m k m k m

     

      
 

Ta có:  23 2 0, 1k k k      luôn có nghiệm x. 

Xét : 

 

16 0 16

3 44 88 0 2

m m

k k

   

     
 

  Vậy m = 16 ( nhận) 

  Xét 16m  : 

  (3) có nghiệm k 
16

' 0

m 
 

 
 

  
    

2 2

16 16

10 338 06 16 3 40 0

m m

m mm m m

 
  

        

 

  5 11 3 5 11 3m        hệ có nghiệm. 

 

 Bài tập củng cố: 

  Bài 1/ Giải các hệ phương trình sau: 
2 2

2 2

3 1
)

3 3 13

x xy y
a

x xy y

    


  
;        

2 2

2 2

2 4 1
)

3 2 2 7

x xy y
b

x xy y

    


  
;    

2

2 2

3 4
)

4 1

y xy
c

x xy y

  


  
                

 ĐS:       ) (1;2) ; 2;1 ; 1; 2 ;  2; 1a      

   
   

   

9 17 9 17
) 1;1 ;  1; 1 ; ; ; ;

161 161 161 161

) 1;4 ; 1; 4

b

c

   
      

   

 

    

Bài 2/ Giải các hệ phương trình: 
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2 2

2 2

3 5 4 38
)

5 9 3 15

x xy y
a

x xy y

   


  
; 

2 2

2 2

2 3 9
)

4 5 5

x xy y
b

x xy y

   


  
;  c)

2 2

2 2

2 3 13

4 2 6

x xy y

x xy y

   


   
 

ĐS:     ) 3;1 ;  3; 1a    

   
5 2 2 5 2 2

) 3;2 ;  3; 2 ; ; ;  ;
2 2 2 2

b
   

         
   

 

          c)    
4 25 4 25

2;1 ; 2; 1 ; ; ; ;
139 139 139 139

   
      

   
. 

 

 

CHỦ ĐỀ 2: HỆ PHƯƠNG TRÌNH KHÔNG CÓ CẤU TRÚC ĐẶC BIỆT 

 

 Dưới đây chúng ta sẽ xét các phương pháp cơ bản giải các hệ phương trình không có cấu trúc đặc biệt 

như tính đối xứng, tính đẳng cấp … đã trình bày trong các mục ở trên. 

 Loại 1: Sử dụng định lí Viet để giải các hệ phương trình: 

Xét các thí dụ sau đây: 

Thí dụ 1: Giải hệ phương trình: 
    

 2

2 3 1 14    1

3 9                2

x x y x

x x y

  


  

 

Ta có hệ:   
     

     

1 . 2 3 14   3
1 2

1 2 3 9  4

x x x y

x x x y

  
 

   

 

Từ (3) và (4) và theo định lí Viet đảo suy ra  1x x   và 2 3x y  là các nghiệm của phương trình 

2
2

9 14 0
7

t
t t

t


    


 . 

Từ đó ta có hệ phương trình (1), (2)  

 

 

1; 3

1 2 2; 1

2 3 7
1 29 1 29

;
1 7 2 3

2 3 2 1 29 1 29
; .

2 3

x y

x x x y

x y
x y

x x

x y
x y

   
    
                     


 

Vậy hệ (1), (2) có 4 nghiệm kể trên. 

Thí dụ 2 Giải hệ phương trình sau: 

       

 

2 22 23 3 9 10 3 0    1

1
3 6                                       2 .

3

x y x y x y

x y
x y

      



  


 

Giải 

Điều kiện để (1) (2) có nghĩa là 3 0x y  . Khi đó: 
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  

 

 

2
3 33 3

5 23. 10 0
3 33 3

1 2
11 3 63 6

33

1
1; 23 5

3
1 2

;1
5 53 6

3
         3 11

3
2

3

1
3 6

3

x y x yx y x y

x y x yx y x y

x yx y
x yx y

x yx y
x y

x y
x y

x y

xx y

x y

x y
x y

    
              

      
  

            
 

  


   
 

 

 

3 3 11
;

12 4

3 3 113 11
;

2 4

y

x y











 

 


 

Giải tương tự như thí dụ 1 ta được các nghiệm của hệ được biểu diễn như ở trên. 

Loại 2: Phương pháp thế và đặt ẩn số phụ 

Như đã biết, đây là một trong những biện pháp thông dụng nhất để giải hệ phương trình nói chung và 

hệ phương trình không chứa căn thức nói riêng. 

Để giảm ẩn số của hệ phương trình có lẽ không có phương pháp nào đơn giản và tốt hơn phương pháp 

thế, còn việc đặt ẩn phụ thích hợp sẽ làm cho hệ phương trình trở lên gọn gàng hơn. 

Thí dụ 1: (2009 - D) 

Giải hệ phương trình: 

   

   
2

1 3 0       1

5
1 0     2

x x y

x y
x

    



   


 

Giải: 

Điều kiện để hệ (1)(2) có nghĩa là 0x  . Sau khi chia cả hai vế của (1) cho x , ta có 

   
3 3

1 1 0 1 3 .x y x y
x x

          

 Thế (3) vào (2) ta có: 

2

2 2

1
1

13 5 4 6
1 1 0 2 0

1 1 2.

2

xx

xx x x x

x


  

           
   



 

+ Khi x = 1, thay lại vào (3) ta có y = 1; 

+ Khi x = 2, thay lại vào (3) ta có 
3

.
2

y   

Vậy (1; 1) và 
3

2;
2

 
 
 

 là hai nghiệm của (1) (2). 

Thí dụ 2: (2009 - B) 

Giải hệ phương trình 
 

 2 2 2

1 7                  1

1 13 .        2

xy x y

x y xy y

  


  

 

Giải  

Rõ ràng y = 0 không thỏa mãn (1) (2), nên ta có: 
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  

 

 
2

2

2

11 7         37

1 2
1 113 13.     4

xx xx
y yy y

x xx x
y y y y

           
  

           

 

Từ (3) suy ra  
1

7          5
x

x
y y

 
   

 
 

Thế (5) vào (4) ta có:  
2

1
5

1 1
20 0      6

1
4

x
y

x x
y y

x
y


     

        
     


 

Thế (6) vào (5) ta được:  

2

2

1
5

12
12 1

12 5 1 0 1;
3

1 3
3; 1.5

3 4 1 0

3

x
y

x yx

y yy x y

x y
x yx

y y y

x

y


  

              
        
    


 


 

Vậy hệ (1) (2) có hai nghiệm 
1

1;
3

 
 
 

 và  3;1 . 

 

CHỦ ĐỀ 3: PHƯƠNG TRÌNH VÀ HỆ PHƯƠNG TRÌNH CHỨA CĂN THỨC 

 

A. PHƯƠNG TRÌNH VÔ TỈ 

1. PHƯƠNG PHÁP NÂNG LUỸ THỪA ĐỂ KHỬ CĂN 

Dạng 1 : Phương trình  
0( 0)A B

A B
A B

 
  


 

Dạng 2: Phương trình  
2

0B
A B

A B


  


  Tổng quát: 2

2

0
k

k

B
A B

A B


  


 

Dạng 3: Phương trình  

0

) 0

2

A

A B C B

A B AB C

 


    


  

 (chuyển về dạng 2) 

 +)  3 3 3 33 33 .A B C A B A B A B C         (1) 

và ta sử dụng phép thế : 3 3A B C  ta được phương trình HỆ QUẢ: 33 . .A B A B C C    (2) 

Dạng 4: 3 2 13 2 1; kkA B A B A B A B        

Chú ý:   - Phương trình (2) là phương trình hệ quả của phương trình (1). 



CÁC CHUYÊN ĐỀ LUYỆN THI ĐẠI HỌC  Chuyên đề 2. Phương trình và hệ phương trình đại số 

GIÁO VIÊN: BÙI PHÚ TỤ. TỔ TOÁN TRƯỜNG THPT NAM DUYÊN HÀ TRANG 61 

              - Phép bình phương 2 vế của một phương trình mà không có điều kiện cho 2 vế không âm là một phép 

biến đổi hệ quả. Sau khi tìm được nghiệm ta phải thử lại. 

Giải các phương trình sau: 

1) 4642  xxx     2) xxx  2422
  3)   943 22  xxx    

4) 2193 2  xxx   5) 03232  xxx   6) 2193 2  xxx  

7) 51333  xx     8) xx  214   9) 333 511 xxx   

10) 333 11265  xxx  11) 0321 333  xxx  12) 321  xxx  

13) 8273  xxx  14) 012315  xxx  15) xxx 2532   

16) 01214  yy   17) 4x2x2x2x16x6x3 222   

18) 7925623 222  xxxxxx        19) 291  xx             

  

(20) 3 3 1 2 2 2x x x x       

 Nhận xét :  

 Nếu phương trình :        f x g x h x k x     Mà có  :        f x h x g x k x   , thì ta biến 

đổi phương trình về dạng        f x h x k x g x     sau đó bình phương ,giải phương trình hệ quả 

(21)

3
21

1 1 3
3

x
x x x x

x


      


  

 Nhận xét :  

     Nếu phương trình :        f x g x h x k x    Mà có :        . .f x h x k x g x   thì ta biến đổi  

       f x h x k x g x   sau đó bình phương, giải phương trình hệ quả 

   
2. PHƯƠNG PHÁP ĐẶT ẨN PHỤ 

 
Dạng 1:  Các phương trình có dạng : 

     . . 0A B A B     , đặt 2. .t A B A B t    

     . ( ) . ( ) 0f x f x     , đặt  
2( ) ( )t f x f x t    

     .( )( ) ( ) 0
x b

x a x b x a
x a

  


     


 đặt 
2( ) ( )( )

x b
t x a x a x b t

x a


     


   

Chú ý: 

   Nếu không có điều kiện cho t, sau khi tìm được x thì phải thử lại.  

Bài 1. Giải  các  phương trình sau:   

1) 2855)4)(1( 2  xxxx  2)   732233 22
 xxxx     3) 2252)5( 3 2  xxxx  

4) 54224 22  xxxx      5) 122)2)(4(4 2  xxxx     6) 122)6)(4( 2  xxxx . 

Bài 2. Tìm  m  để phương trình sau có nghiệm? 

       a) mxxxx  352)3)(21( 2     b)    313422  mxxxx         

Bài 3.  Cho phương trình:    2)1)(3(422  mxxxx  

a.  Giải phương trình khi m = 12  b.  Tìm  m  để phương trình có nghiệm? 

Bài 4.  Cho phương trình:   m
3x

1x
)3x(4)1x)(3x( 




       (Đ3) 

a.  Giải phương trình với m = -3  b. Tìm  m để phương trình có nghiệm? 

 

Dạng 2:  Các phương trình có dạng:    0CBABA
2

  Đặt t A B   
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Bài 1.  Giải các phương trình sau: 

a)  (QGHN-HVNH’00) xxxx  1
3

2
1 2      b) 35223132 2  xxxxx - 2 

c) (AN’01) xxxxx 141814274926777 2    d) 616xx
2

4x4x 2 
  

e) 4
2

1
2

2

5
5 

x
x

x
x     (Đ36)   g) (TN- KA, B ‘01) 7

2

1
2

2

3
3 

x
x

x
x  

h) zzzzz 24)3)(1(231   i) 253294123 2  xxxxx   (KTQS‘01) 

Bài 2.  Cho phương trình:        axxxx  8181                (ĐHKTQD - 1998) 

a.  Giải phương trình khi a = 3.  b.  Tìm a để phương trình đã cho có nghiệm.? 

Bài 3.  Cho phương trình:    mxxxx  6363   (Đ59) 

a.  Giải phương trình với m = 3.  b.  Tìm m để phương trình có nghiệm? 

Bài 4.  Cho phương trình: mxxxx  )3)(1(31   (m-tham số)    (ĐHSP Vinh 2000) 

a.  Giải phương trình khi m = 2.  b.  Tìm  để phương trình đã cho có nghiệm. 

Bài 5.  Tìm  a để PT sau có nghiệm:    axxxx  2222  

Tất cả bài tập 2, 3, 4, 5 ta có thể sáng tạo thêm những câu hỏi hoặc những  bài tập sau: 

a) Tìm a để phương trình đã cho có nghiệm duy nhất? (ĐK cần và đủ) 

b)  Tìm a để phương trình đã cho vô nghiệm? 

 

Dạng 3:   Đặt ẩn phụ nhưng vẫn còn ẩn ban đầu. (Phương pháp đặt ẩn phụ không hoàn toàn ) 

 

 Từ những phương trình tích   1 1 1 2 0x x x      ,   2 3 2 3 2 0x x x x       

Khai  triển và rút gọn ta sẽ được những phương trình vô tỉ không tầm thường chút nào, độ khó của phương 

trình dạng này phụ thuộc vào phương trình tích mà ta xuất phát . 

Từ đó chúng ta mới đi tìm cách giải phương trình dạng này .Phương pháp giải được thể hiện qua các ví dụ sau 

.Bài 1.  Giải phương trình :  2 2 23 2 1 2 2x x x x       

Giải:  Đặt 
2 2t x   , ta có  :  2

3
2 3 3 0

1

t
t x t x

t x


      

 
 

Bài 2. Giải phương trình :   2 21 2 3 1x x x x      

Giải: 

Đặt : 
2 2 3, 2t x x t     Khi đó phương trình trở thnh :   21 1x t x    2 1 1 0x x t      

Bây giờ ta thêm bớt , để được phương trình bậc 2 theo t có     chẵn 

:        2 2
2

2 3 1 2 1 0 1 2 1 0
1

t
x x x t x t x t x

t x


              

 
 

Từ một phương trình đơn giản :   1 2 1 1 2 1 0x x x x        , khai triển ra ta sẽ được pt sau  

Bài  3.   Giải phương trình sau : 
24 1 1 3 2 1 1x x x x        

Giải:  

Nhận xét : đặt 1t x  , pttt: 4 1 3 2 1x x t t x       (1) 

Ta rút  
21x t   thay vào thì được pt:    23 2 1 4 1 1 0t x t x        

Nhưng không có  sự may mắn để giải được phương trình  theo t      
2

2 1 48 1 1x x        không 

có dạng bình phương . 

Muốn đạt được mục đích trên thì ta phải tách  3x  theo     
2 2

1 , 1x x   
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Cụ thể như sau :    3 1 2 1x x x        thay vào pt  (1) ta được: 

Bài 4. Giải phương trình: 
22 2 4 4 2 9 16x x x      

Giải . 

Bình phương  2 vế phương trình:      2 24 2 4 16 2 4 16 2 9 16x x x x        

Ta đặt :  22 4 0t x   . Ta được: 
29 16 32 8 0x t x     

Ta phải tách    2 2 29 2 4 9 2 8x x x        làm sao cho t  có dạng chính phương . 

Nhận xét : Thông thường ta chỉ cần nhóm sao cho hết hệ số tự do thì sẽ đạt được mục đích  

Bài tập đề nghị: Giải các phương trình sau 

1)   122114 22  xxxx  2) 0
x

1
x3

x

1
1

x

1x
x2 


  3) 361x12xx2   

4) 1x21x4x2x1 22   5) 
2113314 xxxx  6)   121212 22  xxxxx . 

  Một số dạng khác. 

1)     22
4317319  xxx  2) 1

3

3
13 242  xxxx   3) 131 23  xxx  

4)  638.10 23  xxx   5) 211 24 2  xxxx    6) 0
2

12
2

2

12

2

6
4 







 x

x

x

x

x

x
           

7) 
12

35

12





x

x
x    8) 1

1

3

1

1
1

1

3

1

1

22

22

22













 x

x

x

xx

x

x

x
 

9) 3
1

2
1





 x

x

x

x
(Đ141)    10)  

 
92

211

4
2

2




x
x

x
 

 

Dạng 4: .  Đặt ẩn phụ đưa về phương trình thuần nhất bậc 2 đối với 2 biến : 

 Chúng ta đã biết cách giải phương trình: 
2 2 0u uv v       (1) bằng cách  

Xét 0v   phương trình trở thành  : 

2

0
u u

v v
 

   
     

   
 

0v   thử trực tiếp  

Các trường hợp sau cũng đưa về được (1) 

        . .a A x bB x c A x B x   

 
2 2u v mu nv     

Chúng ta hãy thay các biểu thức A(x) , B(x)  bởi các  biểu thức vô tỉ thì sẽ nhận được phương trình vô tỉ theo 

dạng này . 

a) . Phương trình dạng :        . .a A x bB x c A x B x   

Như vậy phương trình    Q x P x  có thể giải bằng phương pháp trên nếu 
     

     

.P x A x B x

Q x aA x bB x

 


 

 

Xuất phát từ đẳng thức : 

   3 21 1 1x x x x      

    4 2 4 2 2 2 21 2 1 1 1x x x x x x x x x            

  4 2 21 2 1 2 1x x x x x       

  4 2 24 1 2 2 1 2 2 1x x x x x       

Hãy tạo ra những phương trình vô tỉ dạng trên ví dụ như:
2 44 2 2 4 1x x x     
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Để có một phương trình đẹp , chúng ta phải chọn hệ số a,b,c sao cho phương trình bậc hai 
2 0at bt c     

giải  “ nghiệm đẹp” 

Bài 1. Giải phương trình :  2 32 2 5 1x x    

Giải: Đặt 
21, 1u x v x x       

Phương trình trở thành :  2 2

2

2 5 1

2

u v

u v uv
u v


  
 


 Tìm được: 
5 37

2
x


  

Bài 2. Giải phương trình :
2 4 23

3 1 1
3

x x x x       

Bài 3:  giải phương trình sau :
2 32 5 1 7 1x x x     

Giải:  

Đk: 1x   

Nhận xt : Ta viết       2 21 1 7 1 1x x x x x x          

Đồng nhất thức ta được:        2 23 1 2 1 7 1 1x x x x x x         

Đặt 
21 0 , 1 0u x v x x       , ta được:  

9

3 2 7 1

4

v u

u v uv
v u


  
 


 

 Ta được : 4 6x    

Bài 4. Giải phương trình :  
33 23 2 2 6 0x x x x      

Giải: 

Nhận xét : Đặt 2y x   ta hãy biến pt trên về phương trình thuần nhất bậc 3 đối với x và y : 

3 2 3 3 2 33 2 6 0 3 2 0
2

x y
x x y x x xy y

x y


         

 
 

Pt có  nghiệm : 2, 2 2 3x x    

b).Phương trình dạng :  
2 2u v mu nv     

Phương trình cho ở dạng này thường khó “phát hiện “ hơn dạng trên , nhưg nếu ta bình phương hai vế thì 

đưa về được dạng trên. 

Bài 1.  giải phương trình : 
2 2 4 23 1 1x x x x      

Giải:  

Ta đặt :

2

2 1

u x

v x

 


 

  khi đó phương trình trở thành : 
2 23u v u v    

Bài 2.Giải phương trình sau : 
2 22 2 1 3 4 1x x x x x       

Giải  

Đk 
1

2
x  .  Bình phương 2 vế ta có : 

         2 2 2 22 2 1 1 2 2 1 2 2 1x x x x x x x x x x            

Ta có thể đặt : 

2 2

2 1

u x x

v x

  


 
  khi đó ta có hệ : 

2 2

1 5

2

1 5

2

u v

uv u v

u v

 


  
 



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Do , 0u v  .  21 5 1 5
2 2 1

2 2
u v x x x

 
      

Bài 3.  giải phương trình : 
2 25 14 9 20 5 1x x x x x        

Giải: 

Đk 5x  . Chuyển vế bình phương ta được:   2 22 5 2 5 20 1x x x x x       

Nhận xét :   không tồn tại số ,   để :    2 22 5 2 20 1x x x x x         vậy ta không thể đặt  

2 20

1

u x x

v x

   


 
. 

Nhưng may mắn ta có :          2 220 1 4 5 1 4 4 5x x x x x x x x x           . Ta viết lại 

phương trình:     2 22 4 5 3 4 5 ( 4 5)( 4)x x x x x x        . Đến đây bài toán được giải quyết .  

 

Dạng 5:  Đặt nhiều ẩn phụ đưa về tích  

 

 Xuất phát từ một số hệ “đại số “ đẹp chúng ta có thể tạo ra được những phương trình vô tỉ mà khi giải nó 

chúng ta lại đặt nhiều ẩn phụ và tìm mối quan hệ giữa các ẩn phụ để đưa về hệ 

Xuất phát từ đẳng thức      
3 3 3 3 3a b c a b c a b b c c a         , Ta có 

     
33 3 3 0a b c a b c a b a c b c           

Từ  nhận xét này ta có thể tạo ra những phương trình vô tỉ  có chứa căn bậc ba .  

2 23 33 7 1 8 8 1 2x x x x x         

3 3 3 33 1 5 2 9 4 3 0x x x x         

Bài 1.  Giải phương trình : 2 . 3 3 . 5 5 . 2x x x x x x x          

Giải : 

2

3

5

u x

v x

w x

  


 


 

,  ta có : 

  

  

  

2

2

2

22

3 3

5 5

u v u wu uv vw wu

v uv vw wu u v v w

w uv vw wu v w u w

       


        
 

       

, giải hệ ta được: 

30 239

60 120
u x    

Bài 2.  Giải phương trình sau :
2 2 2 22 1 3 2 2 2 3 2x x x x x x x           

Giải . Ta đặt : 

2

2

2

2

2 1

3 2

2 2 3

2

a x

b x x

c x x

d x x

  

   


  


  

,  khi đó ta có : 
2 2 2 2

2
a b c d

x
a b c d

  
  

  
 

Bài  3. Giải các  phương trình sau  

1) 
2 24 5 1 2 1 9 3x x x x x        

     
3 3 244 44 1 1 1 1x x x x x x x x          

 

3. PHƯƠNG PHÁP ĐƯA VỀ PHƯƠNG TRÌNH TÍCH. 

 Sử dụng  đẳng thức  

  1 1 1 0u v uv u v        

   0au bv ab vu u b v a        
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   - -a c x b d
ax b cx d

m


     

2 2 ( )( ) 0A B A B A B      

a3b3  (ab)(a2+ab+b2)=0  a=b 

Bài  1. Giải phương trình : 
233 31 2 1 3 2x x x x        

Giải:   3 3
0

1 1 2 1 0
1

x
pt x x

x


       

 
 

Bi 2. Giải phương trình : 
2 23 33 31x x x x x      

Giải: 

+  0x  , không phải là nghiệm  

+ 0x  ,  ta chia hai vế cho x:  3 3 33 3
1 1

1 1 1 1 0 1
x x

x x x x
x x

  
          

 
 

Bài 3. Giải phương trình:  
23 2 1 2 4 3x x x x x x        

Giải: : 1dk x    

pt   
1

3 2 1 1 0
0

x
x x x

x


       


 

Bài 4.  Giải phương trình : 
4

3 4
3

x
x x

x
  


 

Giải:  

Đk: 0x   

Chia cả hai vế cho 3x : 

2

4 4 4
1 2 1 0 1

3 3 3

x x x
x

x x x

 
       

   
 

  Dùng hằng đẳng thức  

Biến đổi phương trình về dạng :
1 2 3 2 2 1( )( . . ... . )k k K K K K KA B A B A A B A B A B B             

Bài 1. Giải phương trình : 3 3x x x    

Giải: 

Đk: 0 3x   khi đó pt đ cho tương đương 

:
3 23 3 0x x x   

3 31 10 10 1

3 3 3 3
x x

 
     

 
 

Bài 2.   Giải phương trình sau :
22 3 9 4x x x     

Giải: 

Đk: 3x     phương trình tương đương :  
2

2

1
3 1 3

1 3 9 5 97
3 1 3

18

x
x x

x x
xx x


               

 

Bài 3. Giải phương trình sau :    
22 332 3 9 2 2 3 3 2x x x x x      

Giải :  pttt  
3

3 32 3 0 1x x x       

   ĐS: x=1. 

Bài tập đề nghị 

Giải các phương trình sau : 

 

1) 6723321102  xxxx                 4)  8) 652331582  xxxx  
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2)     012131 222
 nnn xxx   (với n  N; n  2)          5)  x

x

xx
4

2

472





  (ĐHDL ĐĐ’01) 

3) 122222  xxxx        6)        23126463122  xxxxxx  

7)   0112 2  xxxxxx     (1)  (HVKT QS - 2001)            

 

4. PHƯƠNG PHÁP GIẢN ƯỚC 

 

1. 4523423 222  xxxxxx (Đ8)            2. )3(2)2()1(  xxxxxx  

3.  200320042002200320012002 222  xxxxxx       4. 2)2(1(2 xxxxx   

5. 453423 222  xxxxxx       8)(ĐHSPHN2’00) 2)2()1( xxxxx   

1. 7925623 222  xxxxxx   (BKHN- 2001)        9. 

)3()2()1(  xxxxxx  

 
5. PHƯƠNG TRÌNH CÓ CHỨA CĂN VÀ DẤU GIÁ TRỊ TUYỆT ĐỐI. 

 

1.  550x10x5x4x 22    2.  1168143  xxxx  

3.  
2

3
1212




x
xxxx   4.  225225232  xxxx  

5. 21212  xxxx  (HVCNBC’01) 6. xxx  112 24
 (Đ24)    7.  4124  xx  

8.  24444  xxxx .        9. 11681815  xxxx  

 
6. PHƯƠNG PHÁP NHÂN LƯỢNG LIÊN HỢP 

6.1.  Nhân lượng liên hợp để xuất hiện nhân tử chung  

a) Phương pháp  

Một số phương trình vô tỉ ta có thể nhẩm được nghiệm  0x  như vậy phương trình luôn đưa về được 

dạng tích    0 0x x A x    ta có thể giải phương trình   0A x    hoặc chứng minh   0A x   vô nghiệm , 

chú ý điều kiện của nghiệm của phương trình để ta có thể đánh giá    0A x   vô nghiệm   

b)  Ví dụ  

Bài 1 .  Giải phương trình sau :  2 2 2 23 5 1 2 3 1 3 4x x x x x x x           

Giải:  

Ta nhận thấy :      2 23 5 1 3 3 3 2 2x x x x x          v      2 22 3 4 3 2x x x x       

Ta có thể trục căn thức 2 vế : 

  2 22 2

2 4 3 6

2 3 43 5 1 3 1

x x

x x xx x x x

  


       
 

Dể dàng nhận thấy x=2 là nghiệm duy nhất của phương trình . 

Bài 2.  Giải phương trình sau (OLYMPIC 30/4 đề nghị) : 
2 212 5 3 5x x x      

Giải: Để phương trình có nghiệm thì : 
2 2 5

12 5 3 5 0
3

x x x x         

Ta nhận thấy : x=2 là nghiệm của phương trình , như vậy phương trình có thể phân tích về dạng  

   2 0x A x  , để thực hiện  được điều đó ta phải nhóm, tách như sau : 
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 

 

2 2
2 2

2 2

2 2

4 4
12 4 3 6 5 3 3 2

12 4 5 3

2 1
2 3 0 2

12 4 5 3

x x
x x x x

x x

x x
x x

x x

 
          

   

  
       

    

 

Dễ dàng chứng minh được : 
2 2

2 2 5
3 0,

312 4 5 3

x x
x

x x

 
    

   
 

Bài 3. Giải phương trình :
2 33 1 1x x x     

Giải :Đk 3 2x   

Nhận thấy x=3 là nghiệm của phương trình , nên ta biến đổi phương trình  

 
 

  2

2 33

2 3
2 233

3 3 93
1 2 3 2 5 3 1

2 51 2 1 4

x x xx
x x x x

xx x

 
   

           
      

 

Ta chứng minh : 

   
22

2 2 23 33

3 3
1 1 2

1 2 1 4 1 1 3

x x

x x x

 
   

      

2

3

3 9

2 5

x x

x

 


 
 

Vậy pt có  nghiệm duy nhất x=3 

6.2. Đưa về “hệ tạm “ 

a) Phương pháp  

 Nếu phương trình vô tỉ  có dạng  A B C  , mà : A B C    

ở dây C có thể là hàng số ,có thể là biểu thức của x . Ta có thể giải như sau : 

A B
C A B

A B



   


, khi đĩ ta có  hệ: 2

A B C
A C

A B




  
  

 

 

b) Ví dụ  

Bài  4. Giải phương trình sau :
2 22 9 2 1 4x x x x x        

Giải: 

Ta thấy :      2 22 9 2 1 2 4x x x x x        

4x    không phải là nghiệm  

Xét 4x    

Trục căn thức ta có : 
2 2

2 2

2 8
4 2 9 2 1 2

2 9 2 1

x
x x x x x

x x x x


        

    
 

Vậy ta có  hệ: 

2 2

2

2 2

0
2 9 2 1 2

2 2 9 6 8
2 9 2 1 4

7

x
x x x x

x x x
xx x x x x

            
        

 

Thử lại thỏa; vậy phương trình có  2 nghiệm : x=0 v x=
8

7
 

 

Bài 5. Giải phương trình : 
2 22 1 1 3x x x x x       

Ta thấy :    2 2 22 1 1 2x x x x x x       , như vậy  không thỏa mãn điều kiện trên. 

Ta có  thể chia cả hai vế cho x và đặt 
1

t
x

  thì bài toán trở nên đơn giản hơn 

Bài tập đề nghị 

Giải các phương trình sau : 

 2 23 1 3 1x x x x      
2 33 1 3 2 3 2x x x      
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4 3 10 3 2x x      (HSG Toàn  Quốc 

2002) 

     2 2 5 2 10x x x x x       

23 4 1 2 3x x x      

 

2 32 11 21 3 4 4 0x x x        (OLYMPIC 30/4-2007) 

2 2 2 22 1 3 2 2 2 3 2x x x x x x x           

2 22 16 18 1 2 4x x x x       

2 215 3 2 8x x x      

 

 

Giải các phương trình sau: 

1) )3(2)2()1(  xxxxxx  2) 2)2()1(2 xxxxx   3) xxx  1222  

4) 
xxx

xx 21

2121

2121





   5) x

xx

xx





6

57

57
33

33

    6) 4x5x23x4x2x3x 222   

7) 2xx3x2x22x3x1x2 2222   

8) 431532373 2222  xxxxxxx  

9) 2004200522003200420022003 222  xxxxxx  

    

7. PHƯƠNG PHÁP NHẬN XÉT ĐÁNH GIÁ 

1. Dùng hằng đẳng thức : 

 Từ những đánh giá bình phương : 
2 2 0A B  ,  phương trình dạng 

2 2 0A B    
0

0

A

B





 

2. Dùng bất đẳng thức  

 Một số phương trình được tạo ra từ dấu bằng của bất đẳng thức: 
A m

B m





  nếu dấu bằng ỏ (1) và (2) cùng 

dạt được tại 0x   thì 0x   là nghiệm của phương trình A B  

Ta có : 1 1 2x x      Dấu bằng khi và chỉ khi 0x   và 
1

1 2
1

x
x

  


, dấu bằng khi và chỉ khi 

x=0. Vậy ta có phương trình: 
1

1 2008 1 2008 1
1

x x x
x

     


 

Đôi khi một số phương trình được tạo ra  từ ý tưởng : 
 

( )

A f x

B f x

 



  khi đó : 

 

 

A f x
A B

B f x

 
  



 

 Nếu ta đoán  trước được nghiệm thì việc dùng bất đẳng thức dễ dàng hơn, nhưng có nhiều bài nghiệm 

là vô tỉ việc đoán nghiệm không được, ta vẫn dùng bất đẳng thức để đánh giá được 

Bài 1.  Giải phương trình (OLYMPIC 30/4 -2007):
2 2

9
1

x x
x

  


 

Giải: Đk 0x   

Ta có :  
2 2

22 2 1
2 2 1 9

11 1

x
x x x

xx x

                         

 

Dấu bằng 
2 2 1 1

71 1
x

x x
   

 
 

 

Bài 2.  Giải phương trình : 
2 4 2 413 9 16x x x x     

 

Giải: Đk: 1 1x    

Biến đổi pt ta có :  
2

2 2 213 1 9 1 256x x x     
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Áp dụng bất đẳng thức Bunhiacopxki: 

      
2

2 2 2 2 213. 13. 1 3. 3. 3 1 13 27 13 13 3 3 40 16 10x x x x x           

Áp dụng bất đẳng thức Côsi:  
2

2 2 16
10 16 10 64

2
x x

 
   

 
 

Dấu bằng 

2
2

2 2

2
1

51
3

2
10 16 10

5

xx
x

xx x


   

 
    


 

Bài 3.  giải phương trình: 
3` 2 43 8 40 8 4 4 0x x x x       

Ta chứng minh : 48 4 4 13x x      và    
23 23 8 40 0 3 3 13x x x x x x          

Bài tập đề nghị . 

Bài 1: Giải các phương trình sau  

1) 
1 2 1 2

1 2 1 2
1 2 1 2

x x
x x

x x

 
    

 
 

2) 4 4 41 1 2 8x x x x        

3) 
4 4 42 8 4 4 4 4x x x      

4) 
4 3316 5 6 4x x x    

5) 
3` 2 43 8 40 8 4 4 0x x x x       

6) 
3 3 4 28 64 8 28x x x x       

7) 

2

2

1 1
2 2 4x x

x x

 
      

   
 

Bài 2:  Giải các phương trình sau: 

1) 222 2414105763 xxxxxx    2) 186
116

156 2

2

2





xx

xx

xx
 

3) 2354136116 4 222  xxxxxx  4)   54225,33 222  xxxxxx  

5) 4 22 1312331282  xxxx     6) 21522  xxx    7) 

44 1)1(2 xxxx   

8) 
x

x

x

x
xx

21

21

21

21
2121









   9) 11642 2  xxxx        (Đ11) 

10) 
222 331232 xxxxxx    11) 5212102 2  xxxx  

 
8. PHƯƠNG PHÁP ĐƯA VỀ HỆ . 

 
Dạng 1: Đưa về hệ phương trình bình thường. Hoặc hệ đối xứng loại một. 

 Đặt    ,u x v x     và tìm mối quan hệ giữa  x  và  x   từ đó tìm được hệ theo u,v  

Bài 1. Giải phương trình:  3 33 325 25 30x x x x     

 

Đặt 
3 3 3 335 35y x x y      

Khi đó phương trình chuyển về hệ phương trình sau: 
3 3

( ) 30

35

xy x y

x y

 


 
, giải hệ này ta tìm được 

( ; ) (2;3) (3;2)x y   . Tức là nghiệm của phương trình là {2;3}x  

Bài 2. Giải phương trình: 4

4

1
2 1

2
x x     

Điều kiện: 0 2 1x    
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GIÁO VIÊN: BÙI PHÚ TỤ. TỔ TOÁN TRƯỜNG THPT NAM DUYÊN HÀ TRANG 71 

Đặt  
4

4

2 1
0 2 1,0 2 1

x u
u v

x v

   
      



 

Ta đưa về hệ phương trình sau: 

4
4

2
2 4 4

4

1
1

2
2

1
2 1 2 1

2

u v
u v

u v v v


    

 
           

 

Giải phương trình thứ  2: 

2
2 2

4

1
( 1) 0

2
v v

 
    

 
, từ đó tìm ra v  rồi thay vào tìm nghiệm của phương 

trình. 

Bài 3. Giải phương trình sau: 5 1 6x x     

Điều kiện: 1x   

Đặt 1, 5 1( 0, 0)a x b x a b        thì ta đưa về hệ phương trình sau: 

2

2

5
( )( 1) 0 1 0 1

5

a b
a b a b a b a b

b a

  
           

 

 

Vậy 
11 17

1 1 5 1 1 5
2

x x x x x


            

Bài 4. Giải phương trình: 
6 2 6 2 8

35 5

x x

x x

 
 

 
 

Giải 

Điều kiện: 5 5x    

Đặt  5 , 5 0 , 10u x v x u v      . 

Khi đó ta được hệ phương trình: 

22 2 ( ) 10 210

2 44 4 8
( ) 12( )

33

u v uvu v

u vu z
uvu v

    
 

   
         

  

 

Bài tập đề nghị : Giải các phương trình sau  
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1) 1123  xx   (ĐHTCKTHN - 2001) 

2) 123 22  xxxx  

3)  11 2  xxxx   (ĐHDL HP’01) 

4) 21xx5 44    

5)  36x3x3x3x 22   

6)   1334 33  xx    (Đ12) 

7)  59744  xx              

8) 2x12x14 33   

9)  464)8()8( 3 23 23 2  xxx  

10)   91717 22  xxxx  

11) 2
1

2

1
2


 xx

              

12) 211 33  xx  

13) 1
8

65
2 3

23 2  xx      

14) 1x
2

1
x

2

1
33   

15)   
2

1
1xx1xx 22    (Đ142) 

16)   54x8x5xx 22      

17) 6x12x243   

18)    
30

1xx34

x341x1xx34
33

33




  

19)      2332 x12x1x1x11   

20) 33 23 2 4xx2xx2   

21)      1191313 3 23 23 2
 xxx    

22)        3x7x2x7x2 33 23 2
  

23) 11212112  xxxxx  

24)   30x35xx35x 3 33 3   

25) 11x5x38x5x3 22   

26) 16x5x222x5x2 22   

27) 4x235x247 44   

28) 2x17x17    (DL Hùng vương- 2001) 

29) x611x      (CĐ mẫu giáo TW1- 2001) 

   

  Dạng 2: Đưa phương trình đã cho về hệ đối xứng loại hai.           
 Ta hãy đi tìm nguồn gốc của những bài toán giải phương trình bằng cách đưa về hệ đối xứng loại II  

 Ta  xét một hệ phương trình đối xứng loại II sau : 
 

 

2

2

1 2 (1)

1 2 (2)

x y

y x

   


  

 việc giải hệ này thì  đơn 

giản  

Bây giời ta sẽ biến hệ thành phương trình bằng cách đặt  y f x    sao cho (2)  luôn đúng , 

2 1y x   , khi đó ta có phương trình :  
2 21 ( 2 1) 1 2 2x x x x x          

Vậy để giải phương trình : 
2 2 2x x x      ta đặt lại như trên và đưa về hệ  
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Bằng cách tương tự  xét hệ tổng quát dạng bậc 2 : 
 

 

2

2

x ay b

y ax b

 

 

   


  

, ta sẽ xây dựng được phương 

trình  dạng sau : đặt y ax b    , khi đó ta có phương trình :  
2 a

x ax b b


 
 

      

Tương tự cho bậc cao hơn :  
n na

x ax b b


 
 

      

Tóm lại phương trình thường cho dưới dạng khai triển ta phải viết về dạng  : 

  ' '
n nx p a x b        v đặt ny ax b     để đưa về hệ , chú ý về dấu của   ??? 

Việc chọn ;    thông thường chúng ta chỉ cần viết dưới dạng :   ' '
n nx p a x b       là chọn 

được. 

Bài  1.  Giải phương trình: 
2 2 2 2 1x x x    

Giải 

Điều kiện: 
1

2
x   

Ta có phương trình được viết lại là: 
2( 1) 1 2 2 1x x     

Đặt 1 2 1y x    thì ta đưa về hệ sau: 

2

2

2 2( 1)

2 2( 1)

x x y

y y x

   


  

 

Trừ  hai vế của phương trình ta được ( )( ) 0x y x y    

Giải ra ta tìm được nghiệm của phương trình là: 2 2x    

Kết luận: Nghiệm của phương trình là {1 2; 1 3}  . 

 

Bài  2.  Giải phương trình: 
22 6 1 4 5x x x     

Giải 

Điều kiện 
5

4
x    

Ta biến đổi phương trình như sau: 
2 24 12 2 2 4 5 (2 3) 2 4 5 11x x x x x          

Đặt 2 3 4 5y x    ta được hệ phương trình sau:

2

2

(2 3) 4 5
( )( 1) 0

(2 3) 4 5

x y
x y x y

y x

   
    

  

 

Với 2 3 4 5 2 3x y x x x        . Với 1 0 1 1 2x y y x x               

 

Bài tập đề nghị : Giải các phương trình sau  

 

1) 33 1221  xx   2) 33 2x332x    3) (x2 + 3x - 4)2 + 3(x2 + 3x - 4) = x + 4      

4) 112  xx  5) x22x2    6) 552  xx     7) xx  55  

8) 0x,
28

9x4
x7x7 2 


  (ĐHAN-D) 9) xx  44   10)   63x9x

33   

11) 5x5x2      12) 22x33x 33    13) 1x1x2   14) xx33   

 

9. PHƯƠNG PHÁP ĐẠO HÀM. 

Bài 1. Các bước: 

 Tìm tập xác định của phương trình. 

 Biến đổi phương trình (nếu cần) để đặt f(x) bằng một biểu thức nào đó. 
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 Tính đạo hàm f(x), rồi dựa vào tính đồng biến(nghịch biến) của hàm số để kết luận nghiệm của 

phương trình. 

Bài 2. Ví dụ.      Giải phương trình sau:  0322212 333  xxx   (1) 

Giải: 

Tập xác định: D = R.  Đặt f(x) = 333 322212  xxx  

Ta có:   
2

3
,1,

2

1
;0

)32(

2

)22(

2

)12(

2
)('

3 23 23 2









 x

xxx
xf  

Suy ra hàm số f(x) đồng biến trên tập  M= 


































 ,

2

3

2

3
,11,

2

1

2

1
,  

Ta thấy f(-1)=0  x=-1 là một nghiệm của (1). Ta có:  3)
2

3
(;3)

2

1
(  ff  

Ta có bảng biến thiên của hàm số f(x): 

x 
-∞   

2

3
       -1         

2

1
         +∞     

f’(x)                             

F(x) 

 

 

                                           +∞ 

                       0           3  

-∞    -3          

Từ bảng biến thiên ta thấy f(x) = 0  x = -1.  

Vậy phương trình đã cho có duy nhất một nghiệm x = -1. 

Bài tập tương tự: 

Giải các phương trình sau: 

1)  3 23 233 21212 xxxx    2)        03923312212 22






  xxxx  

Từ bài 2, ta có bài tập 3. 

3)        019992000199912200012 22
 xxxx     

4) 193193  yyxx  

5) (ĐH.B’02) Xác định m để phương trình sau có nghiệm:  

  22422 1112211 xxxxxm   

6) (ĐH.A’08)  Tìm các giá trị của m để phương trình sau có đúng hai nghiệm thực phân biệt: 

  mxxxx  626222 44  

 

10. PHƯƠNG PHÁP LƯỢNG GIÁC HOÁ. 

 Ví dụ.  Giải phương trình sau:   2323 221 xxxx    (1) 

Giải: 

Tập xác định: D = [-1; 1].     (2) 
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Do (2) nên đặt x = cost   (*), với 0  t    (A) 

Khi đó phương trình (1) trở thành:   )cos1(2coscos1cos 2323 tttt     (3) 

Với t  (A), ta có:    )4(sin.cos2cos.sin1sincossin.cos2sincos)3( 33 tttttttttt   

Đặt X = cost + sint  (5), 2X  (B) X2 = 1 + 2sint.cost   sint.cost = 
2

12 X
 

Phương trình (4) trở thành phương trình ẩn X: 

     0232123
2

1
.2

2

1
1. 2322

22











 
 XXXXXX

XX
X  

  



























12

12

2

0122

2
01222

2

2

X

X

X

XX

X
XXX  

Ta thấy chỉ có nghiệm X = 2  và X = - 2  + 1 là thoả mãn điều kiện (B). 

+ Với X = 2 , thay vào (5) ta được: 

.,2
4

2
24

1
4

sin2
4

sin22cossin Zkktkttttt 
















 





 

Vì t  (A) nên ta có t = 
4

 . Thay vào (*) ta được: x = cos
4

 =
2

2
 (thoả mãn tập xác định D). 

+ Với X = - 2  + 1, thay vào (5) ta được: 

   .
2

12

4
sin12

4
sin2(**)12cossin























tttt  

Khi đó, ta có: 

 
2

122

2

223
1

2

12
1

4
sin1

4
cos

22



















 





























tt    

2

122

4
cos














t  

          )6(122sincos
2

122
sincos

2

2

2

122

4
sin.sin

4
cos.cos 





 tttttt

  

Từ (**) và (6) suy ra  cost = 
2

12212  .  Thay vào (5), ta được x = 
2

12212  .  

Nhưng chỉ có nghiệm  x = 
2

12212 
 thoả mãn tập xác định D. 

Vậy, phương trình đã cho có hai nghiệm x =
2

2
 và x = 

2

12212 
. 

Bài tập tương tự. 1) 
23 134 xxx   (HVQHQT- 2001) 2)     2323 12.1 xxxx   

3)  2

2

x21
2

x1x21



   4)      2332 x12x1x1x11   

 

Một số bài tập tham khảo: 



CÁC CHUYÊN ĐỀ LUYỆN THI ĐẠI HỌC  Chuyên đề 2. Phương trình và hệ phương trình đại số 

 

1. Giải các phương trình sau:  

1) 4259  xx  8) 4
72

2





x

x

x
       15) xxx 2516   

2) 125 2  xx   9) 1413  xx   16) 012315  xxx  

3) 224 2  xxx  10) 2111  xx   17) 11 24  xxx  

4) 11 2  xx   11) xx  1679   18) xx  1352  

6) xxx  6422
 13) 71425  xxx  20) 4412 33  xx  

7) 1452  xxx  14) xxxx  9992
 21) 333 3221  xxx  

2. Giải các phương trình sau:  

  1) xxxx 412826 22    9) xxxx 21)2)(1(2 2   

 2) xxxx 33)2)(5( 2    10) 133372 222  xxxxxx  

 3) 8715785 22  xxxx   11) 1)(21)14( 22  xxxx  

 4) 6253)4)(1( 2  xxxx   12) 1)3(13 22  xxxx  

 5) )6)(3(363 xxxx   13) 22212)1(2 22  xxxx  

 6) )1(323 2 xxxx     14) 36333 22  xxxx  

       7) 3522316132 2  xxxxx  15) 

193327 222  xxxxxx  

3. Giải các phương trình sau: (ẩn phụ   hệ) 1) 33  xx    

2) 133 22  xxxx  3) 5103 22  xx       

4) 78231523 22  xxxx  

4. Giải các phương trình sau (Đánh giá)  1) 21522  xxx     

3) 18853 2  xxxx    2) 3121 3 22  xx   4) 

42244  xxxx  

5. Tìm m để phương trình có nghiệm. 

1) mxxxx  )3)(1(31  2) axx  11  4) 

mxxxx  2)4)(2(2 2
 

6. Tìm m để phương trình có nghiệm.  

 1) mxx  24  4) mxx  2   2) mxx  44 2    

5) mxx  3 22 121  

 3) mxxxx  3311 44   6) mxxxx  2244  

7. Giải phương trình, hệ phương trình:  

a) 381257 2  xxxx      b) 141233225 2  xxxx    c) 

200420042  xx  

d) 










11

11

yx

yx
  e) 











7

41

yx

yx
   f) 2

2

1

2

1

1

2


 xx

x
 

 

11. XÂY DỰNG BÀI TOÁN TỪ TÍNH CHẤT CỰC TRỊ  HÌNH HỌC 

 

11.1  Dùng tọa độ của véc tơ 

 Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, Cho các véc tơ:    1 1 2 2; , ;u x y v x y    khi đó ta có  

 



CÁC CHUYÊN ĐỀ LUYỆN THI ĐẠI HỌC  Chuyên đề 2. Phương trình và hệ phương trình đại số 

 

    
2 2 2 2 2 2

1 2 1 2 1 1 2 2u v u v x x y y x y x y            

Dấu bằng xẩy ra khi và chỉ khi hai véc tơ ,u v  cùng hướng 1 1

2 2

0
x y

k
x y

    , chú  ý tỉ số phải 

dương  

 . . .cos .u v u v u v  , dấu bằng xẩy ra khi và chỉ khi cos 1 u v     

11.2 Sử dụng tính chất đặc biệt về tam giác  

 Nếu tam giác ABC  là tam giác đều , thì với mọi điểm M trên mặt phẳng tam giác, ta luôn có 

MA MB MC OA OB OC       với O là tâm của đường tròn .Dấu bằng xẩy ra khi và chỉ khi 

M O . 

 Cho tam giác ABC có ba góc nhọn và điểm M tùy ý trong mặt mặt phẳng Thì MA+MB+MC nhỏ 

nhất khi điểm M nhìn các cạnh AB,BC,AC dưới cùng một góc 
0120  

 

Bài tập: giải phương trình, hệ phương trình sau: 

1)    2 2 22 2 1 2 3 1 1 2 3 1 1 3x x x x x x            

2) 
2 24 5 10 50 5x x x x         3) 2 2 25( 2 ) 6( 2 ) 5( 2 ) 4( )x yz y xz z xy x y z         

4) 22 1 6( 1)x y x y x x        

5)
1 2 3 100

1 2 3 100

1
1 1 1 ... 1 100 1

100

1
1 1 1 ... 1 100 1

100

x x x x

x x x x


         





         


 

MỘT SỐ ĐỀ THI ĐẠI HỌC: 

 

I/ Dạng 1: Giải phương trình. 

 1/ (Dự bị 2 khối D 2006) : 
2x 2 7 x 2 x 1 x 8x 7 1         , x R . 

 2/ (Dự bị 1 khối B 2006) : 
23x 2 x 1 4x 9 2 3x 5x 2        , x R . 

 3/ (Dự bị 1 khối B 2005) : 3x 3 5 x 2x 4     . 

 4/ ( ĐH KD-2005) 2 x 2 2 x 1 x 1 4      ; 

 5/ ( ĐH KD-2006) : 
2

2x 1 x 3x 1 0     , x R  

 6/   1 x 1 1 x 2x 5 x      ; 7/ 
2 22x 3x 5 2x 3x 5 3x       

 8/ 10x 1 x 3 1    ; 9/ 3x 5 x 1 4      

 10/ 2x 5 x 2 2x 1     ; 11/ 
1 x 12x 1 x 1
2 x 1

 
   

 
. 

 12/
21 2x 1 x 22x 1

2

 
  . 

II/ Dạng 2: Giải bất phương trình. 

 1/ (Dự bị 2 khối B 2005) : 
28x 6x 1 4x 1 0     ;  

 2/ (Dự bị 1 khối D 2005) : 2x 7 5 x 3x 2     ; 

 3/ ( ĐH KD - 02)  2 2x 3x 2x 3x 2 0      ; 

 4/ ( ĐH KA-05) 5x 1 x 1 2x 4       ; 



CÁC CHUYÊN ĐỀ LUYỆN THI ĐẠI HỌC  Chuyên đề 2. Phương trình và hệ phương trình đại số 

 

 5/ ( ĐH KA-04) 
 22 x 16

7 x
x 3

x 3 x 3




  
 

  ; 

        6/ ( ĐH KA-2010): 
2

x x
1

1 2(x x 1)




  
 

III/ Dạng 3: Tìm điều kiện để phương trình, bất phương trình có nghiệm . 

 Thông thường ở dạng này ta sử dụng một trong các phương pháp sau: 

 * PP1: Sử dụng tính chất đồng biến ,nghịch biến của hàm số. 

 * PP2: Sử dụng tương giao của các đồ thị hàm số. 

 1/ (Dự bị 1 khối B 2007) : Tìm m để phương trình: 
4 2x 1 x m   có nghiệm. 

 2/ (Dự bị 1 khối A 2007) :Tìm m để bất phương trình : 2m x 2x 2 1 x(2 x) 0
 

      
 

  

 có nghiệm x 0;1 3  
 

 . 

 3/ ( ĐH KA-2007) Tìm m để phương trình 
4 23 x 1 m x 1 2 x 1      có nghiệm thực .  

 4/ ( ĐH KB-2007) CMR với giá trị của mọi m, phương trình 2x 2x 8 m(x 2)     có 2  

 nghiệm thực phân biệt . 

 5/ ( ĐH KA-2007) Tìm m để phương trình 4 42x 2x 2 6 x 2 6 x m       ,  m R  

 có đúng hai nghiệm thực phân biệt.  

 6/ (Khối D-2004): CMR: phương trình sau có đúng một nghiệm : 5 2x x 2x 1 0    . 

 7/ ( ĐH KB-2004):  Xác định m để phương trình sau có nghiệm :  

                                    2 2 4 2 2m 1 x 1 x 2 2 1 x 1 x 1 x
 

          
 

 . 

 8/ ( ĐH KB-2006): Tìm m để pt: 
2

x mx 2 2x 1     có 2 nghiệm thực phân biệt 
 

         9/ (Khối B-2010) Giải phương trình 23 1 6 3 14 8 0x x x x        (x  R). 

        10/  (Khối D-2010) Giải phương trình  
3 32 2 2 2 4 44 2 4 2 ( )x x x x x x x          

 

 

 

B. HỆ PHƯƠNG TRÌNH VÔ TỈ 

  Đối với hệ phương trình vô tỉ ta còn có một số cách giải đặc trưng như sau: 

 

a. Phương pháp biến đổi tương đương: 

1. Phương pháp: 

B1: Đặt điều kiện cho các biểu thức có nghĩa 

B2:Sử dụng các phép thế nhận được từ hệ một phương trình theo ẩn x  hoặc y (đôi khi có thể là theo cả 

hai ẩn x, y). 

B3: Giải phương trình nhận được bằng các phương pháp đã biết đối với phương trình chứa căn thức 

B4:Kết luận 

 

2.  Ví dụ: 

  VD1: Giải hệ phương trính 

    










)2(12

)1(

3

3

yxyx

yxyx
 

  Điều kiện:








yx

yx
 



CÁC CHUYÊN ĐỀ LUYỆN THI ĐẠI HỌC  Chuyên đề 2. Phương trình và hệ phương trình đại số 

 

 (1) ()( 6  yx 63 )yx   

       









1
0)1()()()( 223

yx

yx
yxyxyxyx . 

 Thay x=-y  vào phương trình (2),ta được : y = -2  x = 2. 

 

VD2: Giải hệ phương trình:  

2 2

2 2

1 1 18(1)

1 1 2(2)

x x y x y x y y

x x y x y x y y

          


         

 

 

   Hướng dẫn giải: 

   Điều kiện:  
2

2

1 0

1 0

x x y

y x y

    


     
 Cộng tương ứng 2 vế: 

   
2 21 1 10x x y y x y       

 (4) 

 Thay (4) vào (1) : 

8 8x y y x    
                                   (5) 

 

Thay (5) vào (4) : 

   

2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2

9 (8 ) 9 10 9 16 73 10

( 9) ( 16 73) 2 ( 9)( 16 73) 10

( 9)( 16 73) 9 8 4

x x x x x

x x x x x x

x x x x x x

          

         

        
 

 

  Vậy, hệ có nghiệm duy nhất x=y=4. 

 

Nhận xét: Với ý tưởng tạo ra 1 phương trình hệ quả từ hệ và liên tục sử dụng phép thế ta tìm 

được nghiệm của hệ ban đầu. 

 

VD3 : Giải hệ phương trình: 

7
1

78

x y

y x xy

x xy y xy


  




 

 

 Hướng dẫn giải: 

Điều kiện: , 0x y   

Hệ: 

( )( ) 7

( )( ) 78

x y xy

x y xy

   


   

 

 Suy ra x y  và xy  là nghiệm của phương trình: 

   
12

2

1313 13
7 78 0

6 366

x yt x y
t t

t xyxy

    
      

      
 

 Suy ra ,x y  là nghiệm của phương trình: 
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1

112

2 2

2

4

94
13 36 0

9 9

4

x

yu
u u

u x

y

 


        


 

 Vậy, hệ phưong trình có 2 cặp nghiệm (4,9),(9,4) 

 

 

VD4: Giải hệ phương trình: 

 











4

28222

yx

xyyx
 

 Giải 

 Điều kiện :x 0 ,y 0  

 Hệ đã cho tương đương với hệ: 

 











164

16422 22

xyyx

xyyx
 













4

22 22

yx

yxyx
 












4

222 2222

yx

xyyxyx
 

 











4

0)( 2

yx

yx
 










2x

yx
  x = y = 4 

 Vậy hệ có nghiệm là (4;4) 

VD5: Cho hệ phương trình: 
5 2

2 5

x y m

x y m

    


   

 

 

  Hướng dẫn giải: 

Điều kiện: 

5 0

2 0 2

2 0 2

5 0

x

y x

x y

y

 


  
 

  
  

 

 

 Các vế của hệ phương trình không âm, bình phương hai vế ta được:  

  

3 2 ( 5)( 2)

3 2 ( 2)( 5)

x y x y m

x y x y m

      


     
   (1) 

  ( 5)( 2) ( 2)( 5)x y x y x y         

 Thay x=y vào (1):  

  
22 3 2 ( 5)( 2) 2 3 10 3 2x x x m x x m x            
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22 2

3

3 2 0 2

6 494( 3 10) ( 3 2 )

4

23
11

11

m
x

m x

m mx x m x
x

m

x
x

x


   

  
       




 



   (I) 

 

a. Với m=49, (I) có dạng 

23
11

11

x
x

x


  


 

Vậy, với m=49 hệ có nghiệm x=y=11 

b. Hệ có nghiệm duy nhất khi và chỉ khi: 
2

2

6 49 3

4 2
7

6 49
2

4

m m m

m
m

m m

m

   


 
  



 

  Vậy,với 7m   hệ có nghiệm duy nhất. 

 

  b.Phương pháp đặt ẩn phụ: 

1.Phương pháp: 

Phương pháp được sử dụng nhiều nhất để giải các hệ chứa căn thức là việc sử dụng các ẩn phụ. 

Tuỳ theo dạng của hệ mà lựa chọn phép đặt ẩn thích hợp. 

 B1: Đặt điều kiện cho các biểu thức trong hệ có nghĩa. 

B2: Lựa chọn đặt ẩn để biến đổi hệ ban đầu về các hệ đại số đã biết cách giải (hệ đối xứng 

loại I, II và hệ đẵng cấp bậc 2) 

 B3: Giải hệ 

 B4: Kết luận 

  

      2.Ví dụ: 

   VD1: Giải hệ phương trình: 

    

2 2 2 8 2

4

x y xy

x y

   


 

 

          Hướng dẫn giải: 

  Điều kiện: 

  
0

0

x

y





 

 Đặt 

  
S x y

P xy

  




, điều kiện , 0S P   và 
2 4 0S P   

 Khi đó hệ phương trình có dạng: 

  
 

2
2

2 2 2 8 2

4

x y xy xy xy

x y


     
  


 

 



CÁC CHUYÊN ĐỀ LUYỆN THI ĐẠI HỌC  Chuyên đề 2. Phương trình và hệ phương trình đại số 

 

  

 
2

2 2

2

2 2

2 2 2 8 2

4

32 128 8

8 0
4

32 128 (8 )

S P P P

S

P P

P
P

P P P


   

 
 

   

 
  

   

 

 Vậy ta được: 

  
44

4
4 4

x yS
x y

P xy

   
    

  

 

Chú ý: Nhiều hệ ở dạng ban đầu chưa thấy sự xuất hiện ẩn phụ, trong trường hợp này ta cần sử 

dụng một vài phép biến đổi phù hợp. 

VD2: Giải hệ phương trình: 

 
2 2

4

128

x y x y

x y

    


 

 

 Hướng dẫn giải:  

 Điều kiện: 

 
0

0
0

x y y x
x y x x

x y y x

    
       

   
 

 Viết lại hệ phương trình dưới dạng: 

 
2 2 2 2

4
4

1 1
( ) ( ) 128 ( ) ( ) 256

2 2

x y x y
x y x y

x y x y x y x y

          
 

       


 

 Đặt: 

 , , 0
u x y

u v
v x y

  


 

 

 

 Ta được: 

 
4 4

0
4 4

32
( 32)256

4

uv
u v u v

uv
uv uvu v

u v

 
         

   
 

 

 
4

32

u v

uv

 
 


 (I) Hoặc  

4

0

u v

uv

 



 (II) 

 Giải  (I):  vô nghiệm. 

 

 Giải (II): 

44
8

00
8

0 0 8
4

4

x yu
x y

x yv
x

u x y y
v

x y

                           

 

Vậy hệ phương trình có 2 cặp nghiệm (8,8) (8,-8). 

Chú ý: Khi đặt điều kiện để các biểu thức của phương trình, bất phương trình và hệ có nghĩa là ta 

suy ra được cho ẩn từ đó có thể dẫn tới việc lựa chọn ẩn phụ bằng phương pháp lượng giác hóa 

mà chúng ta đã biết. 
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VD3: Giải hệ phương trình: 

   

2

2

1 1

1 1

x y

y x

   

   

 

Hướng dẫn giải:  

Điều kiện: , 1x y   

Đặt: 

 
sin

sin

x

y









 với ,

2 2

 
     

Biến đổi phương trình về dạng: 

 

sin cos 1
sin cos 1 sin cos 1

0
sin cos 1 sin( ) 0

 
   

 
   

  

 
     

     
       

 

 VD4: Giải hệ phương trình 

  










35

30

yyxx

xyyx
 

 Giải 

  Điều kiện :x    0  ;  y 0 

  Đặt 










yv

xu
 ;








0

0

v

u
. 

    Ta được hệ 








35

30)(

33 vu

vuuv
   

Đặt  S=u+v ,P=uv ta có: 

     








353

30

3 PSS

SP
   










6

5

P

S
 

 Vậy u, v là nghiệm không âm của phương trình: 

      X2-5X+6=0
3

2






X

X
 

         


















2

3

3

2

v

u

v

u
 

 Vậy hệ có nghiệm là 

















4

9

9

4

y

x

y

x
 

 VD5: Giải hệ phương trình 











6

)(3)(2

33

3 23 2

yx

xyyxyx
 

  Giải 

  Đặt u= 3 x ,v= 3 y  ta có hệ 

    








6

)(3)(2 33

vu

vuuvvu
 

 









6

)(3]3))[((2 2

vu

vuuvuvvuvu
 

 









6

3)336(2

vu

uvuv
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








6

8

vu

uv
  



















2

4

4

2

v

u

v

u
 

 a)Với 








4

2

v

u
 ta có 











4

2

3

3

y

x
 










64

8

y

x
 

 b)với








2

4

v

u
 ta có




















8

64

2

4

3

3

y

x

y

x
 

 Vậy hệ có 2 nghiệm là ( 8; 64 ),( 64 ; 8 ) 
VD6: Giải và biện luận hệ: 

 
1 1

1 2

m x y m

x m y

    


  
 

Hướng dẫn giải: 

  Đặt: 

  
1x u

y v

  



  ( , 0)u v    

Khi đó hệ có dạng: 
1

2

mu v m

ux mv

  


 
 

  Ta có: 

2

2

1
1

1

1 1
2

2

1
1

1 2

u

v

m
D m

m

m
D m m

m

m am
D m

 
   
 

 
    
 

 
   
 

 

    

a. Nếu 
20 1 0 1D m m        

Hệ có nghiệm duy nhất  
2

1

m
u

m





 và 

1

1
v

m



 

Vì điều kiện , 0u v   nên ta có : 

  

   

2
0

1
1

1
0

1

m

m
m

m


 

  
 
 

 

 Khi đó ta được: 

    
2

2

2 32
1

( 1)1

1 1

1 ( 1)

mm xx
mm

y y
m m

     
 

  
   

 

b. Nếu 
2

1
0 1 0

1

m
D m

m


     

 
 

Với 1 0u vm D D    , hệ có vô số nghiệm thoả 1 2x y    

Với 1 2 0um D     , hệ vô nghiệm. 
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 c.Phương pháp sử dụng hàm số: 

  1. Phương pháp: 

B1: Đặt điều kiện cho các biểu thức trong hệ có nghĩa. 

B2: Từ hệ ban đầu chúng ta xác định được một phương trình hệ quả theo 1 ẩn hoặc 2 ẩn, giải 

phương trình này bằng phương pháp hàm số đã biết. 

B3: Giải hệ. 

B4: Kết luận. 

  2.Ví dụ: 

 Có lẽ phương pháp này chúng ta chưa được học đến nên chúng tôi chỉ đề cập sơ lược qua để 

giới thiệu thêm cho một số bạn cần chuyên sâu về hệ phương trình vô tỉ. 

  Sau đây chúng tôi sẽ đưa ra 1 ví dụ để làm rõ phương pháp trên. Đối với một số bạn muốn 

tìm hiểu rõ về pp này thì có thể đọc phần tự học ở cuối sách. 

 

VD1:Giải hệ phương trình: 

   

3

4

1 1

( 1)

x y x

x y

    


 
 

 Hướng dẫn giải: 

 Điều kiện: 

  
1 0 1

0 0

x x

y y

   
 

  
 

 Biến đổi về hệ có dạng 

  

3

2 3

2

1 1
1 ( 1) 1

( 1)

x y x
x x x

x y

    
     

 

 

  
3 21 1x x x x         (1) 

 Xét hàm số ( ) 1f x x  , là hàm số đồng biến trên  1,D    

 Xét hàm số 
3 2( ) 1g x x x x      

 Miền xác định  1,D    

 Đạo hàm: 
2'( ) 3 2 1 0,g x x x x D        hàm số đồng biến trên D 

 Do đó phương trình (1): ( ) ( )f t g t  

     

 Nếu có nghiệm thì nghiệm đó là duy nhất. 

 x=1 thoả mãn phương trình 

 x=1. y = 0 là nghiệm hệ 

  

. d.Phương pháp sử dụng đố thị: 

  1. Phương pháp: 

B1: Bằng các phép biến đổi tương đương, hoặc bằng phép đặt ẩn phụ, ta biến đổi hệ ban đầu về 

dạng đa thức, giả sử có hệ: 
( , , ) 0

( , , ) 0

f x y m

g x y m





  (I) 

B2: Xét các đường 1( ) : ( , , ) 0C f x y m   và 2( ) : ( , , ) 0C g x y m   trên cùng một hệ trục toạ độ, 

từ đó xác định phần đường cong 1X  và 2X  thỏa mãn 1( ) : ( , , ) 0C f x y m   và 

2( ) : ( , , ) 0C g x y m  . 

B3: Vận dụng các kiế thức về vị trí tương đối của các đối tượng ta tìm được giá trị của tham số 

thoả mãn điểu kiện K. 
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 2.Ví dụ: 

  

 e.Phương pháp sử dụng điều kiện cần và đủ: 

  1.Phương pháp: 

Phương pháp điều kiện cần và đủ thường tỏ ra khá hiệu qua cho lớp dạng toán: 

 Tìm điều kiện tham số để: 

Dạng 1: Hệ phương trình có nghiệm duy nhất. 

Dạng 2: Hệ phương trình có nghiệm với mọi giá trị của tham số. 

Dạng 3: Hệ phương trình nghiệm đúng với mọi x D . 

Dạng 4: Hệ phương trình tương đương với một phương trình hoặc một bất phương trình khác. 

 Khi đó ta thực hiện theo các bước sau: 

B 1: Đặt điều kiện để các biểu thức của hệ phương trònh có nghĩa. 

B 2: Tìm điều kiện cần cho hệ dựa trên việc đánh giá hoặc tính đối xứng của hệ. 

B 3: KIểm tra điều kiện đủ, trong bước này cần có được một số kĩ năng cơ bản. 

  

  2.Ví dụ: 

 VD1: Xác định các giá trị của a sao cho hệ sau có nghiệm duy nhất: 

   
1 1

2 1

x y a

x y a

    


  

   (I) 

 Hướng dẫn giải: 

 Điều kiện cần: 

Giả sử hệ có nghiệm 0 0 0 0( , ) ( 2, 2)x y y x    cũng là nghiệm của hệ phương trình. Vậy hệ có 

nghiệm duy nhất thì điều kiện cần là 0 0 2x y   

 Khi đó hệ (I) có dạng: 

    
0 0 0

0 0 0

1 1 2 1
2(2 3) 1

2 2 1 2 2 3

y y a y a
a a

y y a y a

       
     

       
 

    
2

0
2 6

4 2

a
a

a a


   

 
 

 Vậy  2 6a    là điều kiện cần để hệ có nghiệm duy nhất. 

 Điều kiện đủ: 

Với 2 6a   , hệ (I) có dạng: 
1 1 2 6 1 1 2 6

2(2 6) 1 ( 1) ( 1) 5 2 6

x y x y

x y x y

           
 

          

 

   

 Đặt: 

 
1

; , 0
1

u x
u v

v y

  


 

 

 Ta được: 

 
2 2

2 6
2 6

5 2 6
5 2 6

2

u v
u v

u v uv

       
  

    


 

 Suy ra u,v là nghiệm phương trình: 

    
2

0

1 2 6 2 6
(2 6) (5 2 6) 0

2 2 2
t t t u v

 
           
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2 6 6 4 6
1

2 4

2 6 14 4 6
1

2 4

x x

y y

  
   

 
  

  
  

  

  là nghiệm duy nhất. 

 Vậy hệ phương trình có nghiệm duy nhất khi 2 6a   . 

 VD2: 

Xác định các giá trị của a sao cho hệ sau có nghiệm với mọi b: 

   

2 22 1 ( 1) 1

1 0

x b a by x

ax by

      


  
   (I) 

 Hướng dẫn giải 

 Điều kiện cần: 

 Hệ có nghiệm với mọi b   có nghiệm với b=0, khi đó: 

 (I) 
2 1 11 1

1 0 11 0

x xx x

ax aax

      
    

     

 

 Vậy s=1 là dđều kiện cần để hệ có nghiệm với mọi b. 

 Điều kiện đủ: 

 Với a=1, hệ (I) có dạng: 

    

22 2
2 2 2

1 0
12 1 1

2 1 ( 1)
1 01 0

1 0

x
x bx b x

x b x
x byx by

x by

  
       

      
     

  

 

2

2

1

0

x b

b by

  
 

 
   ít nhất một nghiệm là 

2 1x b

y b

  


 
 

 Vậy hệ phương trình có nghiệm với mọi b khi a=1. 

 VD3: Xác định các giá trị của m để hệ sau có nghiệm: 

    

2

2

1

1 2

x y m

y x m

  

  

  (I) 

 Hướng dẫn giải: 

 Điều kiện cần: 

 Giả sử hệ có nghiệm 
0, 0( )x y  suy ra: 

 
0

0

1

1

x

y

 




 tồn tại hai góc 
0

0

sin
, ( , ) :

sin2 2

x

y

 
   




   


 

 Khi đó: 

(I)
3 1sin cos sin( ) 3 1

sin cos 2 sin( ) 31

mm m
m

m m m

   

   

     
     

       

 

 Vậy 
1

3
m   là điều kiện cần để hệ có nghiệm. 

 Điều kiện đủ: 

 Với 
1

3
m   

 Đặt: 
sin

sin

x

y









, với , ( , )

2 2

 
      . 
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 Hệ (I) có dạng: 
sin( ) 3

sin( )

m

m

 

 

 


  

0 0
1

03

0 0 0

2

2

m

u v

u

v u v


 

 





  

  
    



 (*) 

 Điều này chứng tỏ hệ có nghiệm. 

 Vậy 
1

3
m   hệ có nghiệm. 

 f.Phương pháp đánh giá: 

Bằng cách đánh giá tinh tế dựa trên các tính chất của bất đẳng thức, ta có thể nhanh chóng chỉ ra 

được nghiệm của hệ. 

 VD1: 

Giải hệ phương trình: 

  
4

4

1 1

1 1

x y

y x

   


  

    

 Hướng dẫn giải: 

 Điều kiện: 
1

1

x

y





 

   

 Với 
1

1

x

y





 

 Hệ:
4

4

1 1

1 1

x y

y x

   


  

 

 Vậy hệ phương trình có nghiệm x=y=1 

 VD2: Giải hệ: 

   

2 24

4

2 2 2 2 2

3 3

x x y y

x y

      


  

 

 Hướng dẫn giải: 

 Điều kiện: 

  

2

2

2 2 0

02 2 0

30

3 0

x x

xy y

yx

y

   


  
 

  
  

 

 Mà:     

22 2

2 2 24

2 2 12 2 ( 1) 1 1

2 2 ( 1) 1 1 2 2 1

x xx x x

y y y y y

         
 

         

 

               2 242 2 2 2 2x x y y        

 Vậy  (1) có nghiệm x=y=1 thỏa (2). 

 VD3: Giải hệ: 

   
2 2

2 2

2(1)

2(2)

x y y x

x y x y

    


   

 

 Hướng dẫn giải: 

 Xét (1), sử dụng bất đẵng thức Bunhiacôpxki: 

 2 2 2 22 (1 1)( ) 2x y y x x y y x           

 Vậy (1) tương đương với: 
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 2 2 2 2 ( )( 1) 0
1

x y
x y y x x y y x y x y

y x


            

  
 

 Với x=y, hệ có dạng: 

   
2 2 2

1 5

22 1 0

x y x y
x y

x x x x x x

   
    

       
 

    

 Với 1y x   , hệ có dạng: 

2 2 2

1 1

( 1) ( 1) 2 0

y x y x

x x x x x x

      
 

          
 

       
0 1

1 0

x x

y y

   
  

   
 

Vậy, Hệ phương trình có 4 cặp nghiệm. 

  

 Bài tập; 

 Bài 1: 











)2(12

)1(

3

3

yxyx

yxyx

 
Hướng dẫn giải: 

Ñk: 







yx

yx

 

(1)
()( 6  yx 63 )yx 

 

      










1
0)1()()()( 223

yx

yx
yxyxyxyx

. 

Thay x=-y vaøo phöông trình (2),ta ñöôïc : y = -2  x = 2. 
 Bài 2: 











35

30

yyxx

xyyx

 
 Hướng dẫn giải 

    Ñieàu kieän :x    0  ;  y 0 

    Ñaët










yv

xu

 ; 







0

0

v

u

. 

   Ta ñöôïc heä 







35

30)(

33 vu

vuuv

   
  Ñaët  S=u+v ,P=uv ta coù: 
      Tính S ,P rồi suy ra u,v.Tính x,y theo u,v ( so sánh với đk) 

 Nghiệm của hệ: (4;9), (9;4)  
 Bài 3: 

 











6

)(3)(2

33

3 23 2

yx

xyyxyx

 
 Hướng dẫn giải: 

Ñaët  u=
3 x ,v=

3 y
 ta coù heä 
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    







6

)(3)(2 33

vu

vuuvvu

 
 Tính u,v rồi tính x,y theo u,v vứa tìm được. 

Heä coù 2 nghieäm ( 8; 64 ),( 64 ; 8 ) 
 Bài 4: 

 















4

18

6

222

zyx

zyx

zyx

 
Hướng dẫn giải: 

töø pt (1)36=(x+y+z)2 suy ra xy+ yz +xz =9 
töø pt(3)  

2)(16 zyx 
suy ra xyz= 4 

Ta có hệ mới :  















4

9

6

xyz

zxyzxy

zyx

 
Heä coù caùc nghieäm (1 ;4 ; 1 ); (1;1;4); (4;1;1) 
Bài 5: 

 










144))(( 2222

2222

yxyx

yyxyx

 
Hướng dẫn giải: 

Ñieàu kieän : 
















0y

yx

yx

 
Bình phương hai vế của pt (1)… 

thay (2) vào (1) 
22 242 yx    (3)    

thay (3) vào (2) ta được x  y 

Vây hệ có nghiệm )4;52();4;52();0;32();0:32(   

Bài 6: 

 










0

123

yxyx

yxyx

 
 Hướng dẫn giải: 

 Đk :








023

0

yx

yx
 

 Đặt u= 0 yx  

        v= 023  yx  

 ...x y    

 Hpt đã cho tương đương với hệ: 

 








052

1

22 uvu

vu
 

 Giải hệ tìm u,v rồi suy ra x,y 

 Hệ có nghiệm (1;3) 

 Bài 7: 
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5

5 5 8.

0

0

x y

x y

x
dk

y

  


   






 

 Hệ tương đương: 





























3
5

5

5

5

1355

.355

1355

yyxx

yyxx

yyxx

yyxx

 

Ñaët

)5,(
5

5











vu

yyv

xxu

. 

Ta coù heä:












5

311

13

vu

vu






























































2

3

247
13

2

3

247
13

2

3

247
13

2

3

247
13

.
3

65

13

v

u

v

u

uv

vu

 
 

 Heä ñaõ cho voâ nghieäm vì 
..5

2

3

247
13





 
Bài  8:Giải hệ phương trình sau: 











71312

722

yx

yxyx

.(1) 

Ñk:













022;
3

1

;
2

1

yxy

yxx

. 

Heä



























13.1222.

131222

722

49)13)(12(2232

.49)22)((2232

yxyxyx

xxyxyx

yxyx

yxyx

yxyxyx

 
(3) 

 

Töø (3)heä (1)
































1222

13

722

1322

12

722

yyx

yyx

yxyx

yyx

xyx

yxyx
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              . tröôøng hôïp 1:   





























5

4

74312

1

722

1

y

x

xy

xy

yxyx

xy

 

              . tröôøng hôïp 2:         

















3

7

73413

12

y

x

yy

yx

 
Baøi 9: 











212

221

yx

yx

      (1)  
Giaûi: 

Ñieàu kieän: 2,1  yx  

Heä (1)











0)22()11(

221

xyyx

yx

 
Ta thaáy (x;y)=(-1;-1) vaø (x;y)=(2;2) khoâng laø nghieäm 

 heä (1)





















0

211

221

xyx

yx

yx

yx

yx

 
 

              













































































2

151

2

151

2

151

2

151

0
2

7

4)2)(1(23

221

2

y

x

y

x

xx

yx

xx

yx

yx

yx

 
Hai nghiệm trên đều không thỏa điều kiện. 

Vậy hệ đã cho vô nghiệm. 
Bài 10: 











12

124

yx

yx

 (1) 

Giải: 

điều kiện :x 0,0  y  
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hệ (1)



















2

1

2

1
4

x
y

x
y

 

          


























4)
2

1
(

2

1

2

1

10

xx

x
y

x

 

phương trình cuối 

4

44

2

1
)1(

2

1







 





x
x

x

 

.  x=1 là nghiệm của phương trình trên 

.  0 1 x  thì vế trái của (2’) lớn hơn 0 . 

Vậy hệ đã cho có nghiệm duy nhất (1;0). 

Bi 11: 











115

3551 44

yx

yx

 

Đk: 













5

5

1

y

x

.    Đặt 










0,5

0,51

4

4

vyv

uxu

. 

Ta có hệ phương trình: 











































165

151

15

1651

1

2

2

1

14

3

44 y

x

y

x

v

u

v

u

vu

vu

 

                                                         

















11

0

4

3

y

x

y

x

 
Vậy hệ đã cho có hai nghiệm: ( 3; 4 ), ( 0 ; -11 ). 

Bi 12: 





















.12

2
12

2

2

12

yx

x

y

y

x

 

Đk:












2

2

1

y

x

  .   Đặt 

.
1

12

2
0

2

12

kx

y
k

y

x











 

Ta có : 
10122

1 2  kkk
k

k
. 

    

.321
2

12
1

2

12










 yx

y

x

y

x

 

Ta có hệ: 
















7

5

12

32

y

x

yx

yx

. 

Vậy hệ đã cho có nghiệm ( 5 ; 7 ). 
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CHUYÊN ĐỀ 3. BẤT PHƯƠNG TRÌNH VÀ HỆ BẤT PHƯƠNG TRÌNH ĐẠI SỐ 

(Phần này có 101 bài tập cho các nội dung theo dạng toán liên quan tới hàm số đã  được khảo sát) 

 

 

 

 

 



CÁC CHUYÊN ĐỀ LUYỆN THI ĐẠI HỌC  Chuyên đề 1. Khảo sát hàm số và câu hỏi liên quan 

 

TÀI LIỆU CỦA HỌC SINH: ……………………………………… 

CHUYÊN ĐỀ 1. KHẢO SÁT HÀM SỐ VÀ BÀI TOÁN LIÊN QUAN 

(Phần này có 101 bài tập cho các nội dung theo dạng toán liên quan tới 

hàm số đã  được khảo sát) 

 

CHỦ ĐỀ 1: TÍNH ĐƠN ĐIỆU CỦA HÀM SỐ 

 

Câu 1. Cho hàm số y m x mx m x3 21
( 1) (3 2)

3
      (1) 

 1) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị (C) của hàm số (1) khi m 2 . 

 2) Tìm tất cả các giá trị của tham số m để hàm số (1) đồng biến trên 

tập xác định của nó. 

  m 2  

Câu 2. Cho hàm số y x x mx3 23 4      (1) 

 1) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị của hàm số (1) khi m 0 . 

 2) Tìm tất cả các giá trị của tham số m để hàm số (1) đồng biến trên 

khoảng ( ;0) . 

  m 3   

Câu 3. Cho hàm số y x m x m m x3 22 3(2 1) 6 ( 1) 1       có đồ thị 

(Cm). 

 1) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị của hàm số khi m = 0. 

 2) Tìm m để hàm số đồng biến trên khoảng (2; )  

  m 1  

Câu 4. Cho hàm số 3 2(1 2 ) (2 ) 2y x m x m x m       . 

 1) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị (C) của hàm số khi m = 1. 

 2) Tìm m để hàm đồng biến trên  0; . 

   


 m
3 73

8
. 

Câu 5. Cho hàm số 4 22 3 1y x mx m      (1),  (m là tham số). 

 1) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị của hàm số (1) khi m = 1. 

 2) Tìm m để hàm số (1) đồng biến trên khoảng (1; 2). 

    ;1m  . 

Câu 6. Cho hàm số 
mx

y
x m

4



  (1) 

 1) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị của hàm số (1) khi m 1  . 

 2) Tìm tất cả các giá trị của tham số m để hàm số (1) nghịch biến trên 

khoảng ( ;1) . 

   m2 1    . 

CHỦ ĐỀ 2: CỰC TRỊ CỦA HÀM SỐ 

 

Câu 7. Cho hàm số y x x mx m3 23 –2     (m là tham số) có đồ thị là 

(Cm). 

 1) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị hàm số khi m = 3. 

 2) Xác định m để (Cm) có các điểm cực đại và cực tiểu nằm về hai 

phía đối với trục hoành. 

  m 3 . 

Câu 8. Cho hàm số y x m x m m x3 2 2(2 1) ( 3 2) 4         (m là tham 

số) có đồ thị là (Cm). 

 1) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị hàm số khi m = 1. 

 2) Xác định m để (Cm) có các điểm cực đại và cực tiểu nằm về hai 

phía của trục tung. 

  m1 2  . 

Câu 9. Cho hàm số 3 21
(2 1) 3

3
y x mx m x      (m là tham số) có đồ 

thị là (Cm). 

 1) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị hàm số khi m = 2. 

 2) Xác định m để (Cm) có các điểm cực đại, cực tiểu nằm về cùng một 

phía đối với trục tung. 

  

1

1

2

m

m








 

Câu 10. Cho hàm số 3 23 2y x x mx     (m là tham số) có đồ thị là 

(Cm). 

 1) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị hàm số khi m = 1. 

 2) Xác định m để (Cm) có các điểm cực đại và cực tiểu cách đều 

đường thẳng y x 1  . 
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  
3

0;
2

m
 

  
 

. 

Câu 11. Cho hàm số y x mx m3 2 33 4    (m là tham số) có đồ thị là 

(Cm). 

 1) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị hàm số khi m = 1. 

 2) Xác định m để (Cm) có các điểm cực đại và cực tiểu đối xứng nhau 

qua đường thẳng y = x. 

  m
2

2
  . 

Câu 12. Cho hàm số y x mx m3 23 3 1     . 

 1) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị của hàm số khi m = 1. 

 2) Với giá trị nào của m thì đồ thị hàm số có điểm cực đại và điểm cực 

tiểu đối xứng với nhau qua đường thẳng d: x y8 74 0   . 

   m 2  

Câu 13. Cho hàm số y x x mx3 23    (1). 

 1) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị của hàm số khi m = 0. 

 2) Với giá trị nào của m thì đồ thị hàm số (1) có các điểm cực đại và 

điểm cực tiểu đối xứng với nhau qua đường thẳng d: x y–2 –5 0 . 

   m = 0. 

Câu 14. Cho hàm số y x m x x m3 23( 1) 9 2       (1) có đồ thị là (Cm). 

 1) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị của hàm số khi m = 1. 

 2) Với giá trị nào của m thì đồ thị hàm số có điểm cực đại và điểm cực 

tiểu đối xứng với nhau qua đường thẳng d: y x
1

2
 . 

   m 1 . 

Câu 15. Cho hàm số mxxmxy  9)1(3 23 , với m  là tham số thực. 

 1) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị của hàm số đã cho ứng với 

1m . 

 2) Xác định m  để hàm số đã cho đạt cực trị tại 21 , xx  sao cho 

221  xx . 

  313  m  và .131  m  

Câu 16. Cho hàm số y x m x m x m3 2(1 2 ) (2 ) 2       , với m  là 

tham số thực. 

 1) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị của hàm số đã cho ứng với 

1m . 

 2) Xác định m  để hàm số đã cho đạt cực trị tại x x1 2,  sao cho 

x x1 2

1

3
  . 

  m m
3 29

1
8


     

Câu 17. Cho hàm số y x m x m x3 21 1
( 1) 3( 2)

3 3
      , với m  là tham 

số thực. 

 1) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị của hàm số đã cho ứng với 

m 2 . 

 2) Xác định m  để hàm số đã cho đạt cực trị tại x x1 2,  sao cho 

x x1 22 1  . 

  
 

m
4 34

4
.  

Câu 18. Cho hàm số y x mx x3 24 –3  . 

 1) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị của hàm số khi m = 0. 

 2) Tìm m để hàm số có hai điểm cực trị x x1 2,  thỏa x x1 24  . 

     
9

2
m    

 Câu hỏi tương tự: 

 a) y x x mx3 23 1    ; x x1 2 2 3    ĐS: m 105  . 

Câu 19. Cho hàm số  y m x x mx3 2( 2) 3 5     , m là tham số. 

 1) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị (C) của hàm số khi m = 0. 

 2) Tìm các giá trị của m để các điểm cực đại, cực tiểu của đồ thị hàm 

số đã cho có hoành độ là các số dương. 

     m3 2. 

Câu 20. Cho hàm số y x x3 2–3 2         (1) 
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 1) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị của hàm số (1). 

 2) Tìm điểm M thuộc đường thẳng d: y x3 2  sao tổng khoảng cách 

từ M tới hai điểm cực trị nhỏ nhất. 

  
4 2

;
5 5

M
 
 
 

. 

Câu 21. Cho hàm số y x m x m x m3 2(1–2 ) (2– ) 2       (m là tham số) 

(1). 

 1) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị hàm số (1) khi m = 2. 

 2) Tìm các giá trị của m để đồ thị hàm số (1) có điểm cực đại, điểm 

cực tiểu, đồng thời hoành độ của điểm cực tiểu nhỏ hơn 1. 

  m
5 7

4 5
  . 

Câu 22. Cho hàm số   3 2 2 33 3( 1)y x mx m x m m         (1) 

 1) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị của hàm số (1) khi m = 1. 

 2) Tìm m để hàm số (1) có cực trị đồng thời khoảng cách từ điểm cực 

đại của đồ thị hàm số đến gốc tọa độ O bằng 2  lần khoảng cách từ 

điểm cực tiểu của đồ thị hàm số đến gốc tọa độ O. 

   
3 2 2

3 2 2

m

m

   


  

. 

Câu 23. Cho hàm số y x mx m x m m3 2 2 3 23 3(1 )         (1) 

 1) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị của hàm số (1) khi m 1 . 

 2) Viết phương trình đường thẳng qua hai điểm cực trị của đồ thị hàm 

số (1). 

  y x m m22   . 

Câu 24. Cho hàm số 3 23 2y x x mx      có đồ thị là (Cm). 

 1) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị của hàm số khi m = 1. 

 2) Tìm m để (Cm) có các điểm cực đại, cực tiểu và đường thẳng đi qua 

các điểm cực trị song song với đường thẳng d: y x4 3   . 

 Phương trình đường thẳng đi qua 2 điểm cực trị là 

d:
2

2 2
3 3

m m
y x

   
       

   
 

 Đường thẳng đi qua các điểm cực trị song song với d: y x4 3    

                             3m   (thỏa mãn). 

Câu 25. Cho hàm số 3 23 2y x x mx      có đồ thị là (Cm). 

 1) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị của hàm số khi m = 1. 

 2) Tìm m để (Cm) có các điểm cực đại, cực tiểu và đường thẳng đi qua 

các điểm cực trị tạo với đường thẳng d: x y4 –5 0   một góc 045 . 

   Phương trình đường thẳng đi qua 2 điểm cực trị là 

:
2

2 2
3 3

m m
y x

   
       

   
 

 Đặt 
2

2
3

m
k

 
   

 
. Đường thẳng d: x y4 –5 0   có hệ số góc 

bằng 
1

4
 . 

 Ta có: 

3 391 11
1

5 104 44tan 45
1 1 1 5 1

1 1
4 4 4 3 2

k mk kk

k k k k m

 
      

    
         
  

 

 Kết hợp điều kiện (*), suy ra giá trị m cần tìm là: 
1

2
m   . 

???  Hãy làm bài mà không dùng công thức tan ở trên! 

Câu 26. Cho hàm số  y x x m3 23    (1) 

 1) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị của hàm số (1) khi m 4  . 

 2) Xác định m để đồ thị của hàm số (1) có hai điểm cực trị  A, B sao 

cho 
·
AOB 0120 . 

 Ta có: y x x23 6  ;  
x y m

y
x   y m

2 4
0

0

          
 

 Vậy hàm số có hai điểm cực trị A(0 ; m) và B(2 ; m + 4) 

 OA m  OB m(0; ), ( 2; 4)   
uur uur

. Để 
·
AOB 0120 thì 

·  AOB
1

cos
2

 

  
 

m
12 2 3

3
. 

Câu 27. Cho hàm số  y x mx m x m3 2 2 3–3 3( –1) –   (Cm) 



CÁC CHUYÊN ĐỀ LUYỆN THI ĐẠI HỌC  Chuyên đề 1. Khảo sát hàm số và câu hỏi liên quan 

 

 1) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị của hàm số (1) khi m 2  . 

 2) Chứng minh rằng (Cm) luôn có điểm cực đại và điểm cực tiểu lần 

lượt chạy trên mỗi đường thẳng cố định. 

  y x mx m2 23 6 3( 1)    ; 
x m

y
x m

1
0

1

      
 

 Điểm cực đại M m m( –1;2–3 )  chạy trên đường thẳng cố định: 

1

2 3

x t

y t

  


 
 

 Điểm cực tiểu N m m( 1; 2– )  chạy trên đường thẳng cố định:  

1

2 3

x t

y t

 


  
 

Câu 28. Cho hàm số y x mx4 21 3

2 2
     (1) 

 1) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị của hàm số (1) khi m 3 . 

 2) Xác định m để đồ thị của hàm số (1) có cực tiểu mà không có cực 

đại. 

  m 0 . 

Câu 29. Cho hàm số 4 2 2( ) 2( 2) 5 5      y f x x m x m m  mC( ) . 

 1) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị  (C) hàm số khi  m = 1. 

 2) Tìm các giá trị của m để đồ thị mC( )  của hàm số có các điểm cực 

đại, cực tiểu tạo thành 1 tam giác vuông cân. 

   1m  .  

Câu 30. Cho hàm số  mCmmxmxy 55)2(2 224   

 1) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị hàm số khi m = 1. 

 2) Với những giá trị nào của m thì đồ thị (Cm) có điểm cực đại và 

điểm cực tiểu, đồng thời các điểm cực đại và điểm cực tiểu lập thành 

một tam giác đều. 

  3 32 m . 

 Câu hỏi tương tự đối với hàm số: y x m x m4 24( 1) 2 1      

     

Câu 31.  Cho hàm số y x mx m m4 2 22     có đồ thị (Cm) . 

 1) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị hàm số khi m = –2. 

 2) Với những giá trị nào của m thì đồ thị (Cm) có ba điểm cực trị, đồng 

thời ba điểm cực trị đó lập thành một tam giác có một góc bằng 0120 . 

  m
3

1

3
  . 

 

Câu 32.  Cho hàm số y x mx m4 22 1     có đồ thị (Cm) . 

 1) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị hàm số khi m = 1. 

 2) Với những giá trị nào của m thì đồ thị (Cm) có ba điểm cực trị, đồng 

thời ba điểm cực trị đó lập thành một tam giác có bán kính đường tròn 

ngoại tiếp bằng 1. 

  

 



 


m

m

1

5 1

2

 

 Câu hỏi tương tự: 

  a) y x mx4 22 1     ĐS: m m
1 5

1,
2

 
   

 

Câu 33.  Cho hàm số y x mx m m4 2 42 2     có đồ thị (Cm) . 

 1) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị hàm số khi m = 1. 

 2) Với những giá trị nào của m thì đồ thị (Cm) có ba điểm cực trị, đồng 

thời ba điểm cực trị đó lập thành một tam giác có diện tích bằng 4. 

  m 516 . 

 Câu hỏi tương tự: 

 a) y x m x4 2 22 1   , S = 32 ĐS: m 2   

 

CHỦ ĐỀ 3: SỰ TƯƠNG GIAO 

  

Câu 34. Cho hàm số y = x3 + 3x2 + mx + 1   (m là tham số)    (1) 

 1) Khảo sát và vẽ đồ thị hàm số khi m = 3. 

 2) Tìm m để đường thẳng d: y = 1 cắt đồ thị hàm số (1) tại ba điểm 

phân biệt A(0; 1), B, C sao cho các tiếp tuyến của đồ thị hàm số (1) tại 

B và C vuông góc với nhau. 



CÁC CHUYÊN ĐỀ LUYỆN THI ĐẠI HỌC  Chuyên đề 1. Khảo sát hàm số và câu hỏi liên quan 

 

   
9 65 9 65

8 8

 
  m m . 

Câu 35. Cho hàm số y x x3 –3 1   có đồ thị (C) và đường thẳng (d): 

y mx m 3   . 

 1) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị (C) của hàm số. 

 2) Tìm m để (d) cắt (C) tại M(–1; 3), N, P sao cho tiếp tuyến của (C) 

tại N và P vuông góc với nhau. 

  
3 2 2 3 2 2

3 3

   
  m m . 

Câu 36. Cho hàm số y x x3 23 4      (C) 

 1) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị (C) của hàm số. 

 2) Gọi (d) là đường thẳng đi qua điểm A(2; 0) có hệ số góc k. Tìm k 

để (d) cắt (C) tại ba điểm phân biệt A, M, N sao cho hai tiếp tuyến của 

(C) tại M và N vuông góc với nhau. 

  
3 2 2

3
k

 
 .   

Câu 37. Cho hàm số  y x x3 3    (C) 

 1) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị (C) của hàm số. 

 2) Chứng minh rằng khi m thay đổi, đường thẳng (d): y m x( 1) 2    

luôn cắt đồ thị (C) tại một điểm M cố định và xác định các giá trị của 

m để (d) cắt (C) tại 3 điểm phân biệt M, N, P sao cho tiếp tuyến của 

(C) tại N và P vuông góc với nhau. 

  m
3 2 2

3

 
 .  

Câu 38. Cho hàm số y x mx m x m3 2 2 23 3( 1) ( 1)        ( m  là tham 

số)      (1). 

 1) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị của hàm số (1) khi m 0.  

 2) Tìm các giá trị của m để đồ thị hàm số (1) cắt trục hoành tại 3 điểm 

phân biệt có hoành độ dương. 

    m3 1 2 . 

 

Câu 39. Cho hàm số 
3 21 2

3 3
y x mx x m      có đồ thị mC( ) . 

 1) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị của hàm số khi m = –1. 

 2) Tìm m để mC( ) cắt trục hoành tại 3 điểm phân biệt có tổng bình 

phương các hoành độ lớn hơn 15. 

        m 1 

 Câu hỏi tương tự đối với hàm số: 
3 23 3 3 2y x mx x m      

Câu 40. Cho hàm số mxxxy  93 23 , trong đó m  là tham số thực. 

 1) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị (C) của hàm số đã cho khi 

0m . 

 2) Tìm tất cả các giá trị của tham số m  để đồ thị hàm số đã cho cắt 

trục hoành tại 3 điểm phân biệt có hoành độ lập thành cấp số cộng. 

   .m 11  

Câu 41. Cho hàm số y x mx x3 23 9 7     có đồ thị (Cm), trong đó m  là 

tham số thực. 

 1) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị (C) của hàm số đã cho khi 

0m . 

 2) Tìm m  để (Cm) cắt trục hoành tại 3 điểm phân biệt có hoành độ lập 

thành cấp số cộng. 

  

m

m

m

1

1 15

2

1 15

2


 


 
 

  




  Thử lại ta có m
1 15

2

 
  là giá trị cần tìm. 

Câu 42. Cho hàm số 3 23y x mx mx    có đồ thị (Cm), trong đó m  là 

tham số thực. 

 1) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị (C) của hàm số đã cho khi 

m 1 . 

 2) Tìm m  để (Cm) cắt đường thẳng d: y x 2   tại 3 điểm phân biệt 

có hoành độ lập thành cấp số nhân. 

  
3

5

3 2 1
m  


. 
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Câu 43. Cho hàm số y x mx m x3 22 ( 3) 4      có đồ thị là (Cm) (m là 

tham số). 

 1) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị (C1) của hàm số trên khi m = 1. 

 2) Cho đường thẳng (d): y x 4   và điểm K(1; 3). Tìm các giá trị 

của m để (d) cắt (Cm) tại ba điểm phân biệt A(0; 4), B, C sao cho tam 

giác KBC có diện tích bằng 8 2 . 

  m
1 137

2


 . 

Câu 44. Cho hàm số y x x3 23 4    có đồ thị là (C). 

 1) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị (C) của hàm số. 

 2) Gọi kd  là đường thẳng đi qua điểm A( 1;0)  với hệ số góc 

k k( )¡ . Tìm k  để đường thẳng kd  cắt đồ thị (C) tại ba điểm phân 

biệt A, B, C và 2 giao điểm B, C cùng với gốc toạ độ O  tạo thành một 

tam giác có diện tích bằng 1. 

  k 1. 

Câu 45. Cho hàm số y x x3 23 2    có đồ thị là (C). 

 1) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị (C) của hàm số. 

 2) Gọi E là tâm đối xứng của đồ thị (C). Viết phương trình đường 

thẳng qua E và cắt (C) tại ba điểm E, A, B phân biệt sao cho diện tích 

tam giác OAB bằng 2 . 

   y x y x1; 1 3 ( 1)       . 

Câu 46. Cho hàm số y x mx3 2      có đồ thị (Cm)  

 1) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị của hàm số khi m = –3. 

 2) Tìm m để đồ thị (Cm) cắt trục hoành tại một điểm duy nhất. 

   m 3. 

Câu 47. Cho hàm số y x m x mx3 22 3( 1) 6 2        có đồ thị (Cm)  

 1) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị của hàm số khi m = 1. 

 2) Tìm m để đồ thị (Cm) cắt trục hoành tại một điểm duy nhất. 

  m1 3 1 3     

 

Câu 48. Cho hàm số y x x x3 26 9 6     có đồ thị là (C). 

 1) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị (C) của hàm số. 
 2) Định m để đường thẳng d y mx m( ) : 2 4    cắt đồ thị (C) tại ba 

điểm phân biệt. 

   m 3  . 

Câu 49. Cho hàm số y x x3 2–3 1  . 

 1) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị (C) của hàm số. 

 2) Tìm m để đường thẳng (): y m x m(2 1) –4 –1   cắt đồ thị (C) tại 

đúng hai điểm phân biệt. 

  m
5

8
   ; m

1

2
 . 

Câu 50. Cho hàm số 
3 23 2y x m x m     có đồ thị (Cm). 

 1) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị của hàm số khi m = 1. 

 2) Tìm m để đồ thị (Cm) cắt trục hoành tại đúng hai điểm phân biệt. 

  1m   . 

Câu 51. Cho hàm số y x mx m4 2 1     có đồ thị là  mC  

 1) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị (C) của hàm số khi m 8 . 

 2) Định m để đồ thị  mC  cắt trục trục hoành tại bốn điểm phân biệt. 

  
m

m

1

2

 



 

Câu 52. Cho hàm số  4 22 1 2 1y x m x m      có đồ thị là  mC . 

 1) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị của hàm số đã cho khi 0m . 

 2) Định m  để đồ thị  mC  cắt trục hoành tại 4 điểm phân biệt có 

hoành độ lập thành cấp số cộng. 

   
4

4;
9

m
 

 
 

 

Câu hỏi tương tự đối với hàm số  y x m x m4 22( 2) 2 3        ĐS: 

m m
13

3,
9

   . 

 

Câu 53. Cho hàm số y x m x m4 2–(3 2) 3     có đồ thị là (Cm), m là 

tham số. 
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 1) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị của hàm số khi m = 0. 

 2) Tìm m để đường thẳng y 1   cắt đồ thị (Cm) tại 4 điểm phân biệt 

đều có hoành độ nhỏ hơn 2. 

  
m

m

1
1

3

0


  

 

 

Câu 54. Cho hàm số   4 22 1 2 1y x m x m      có đồ thị là (Cm), m là 

tham số. 

 1) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị của hàm số khi m = 0. 

 2) Tìm m để đồ thị (Cm) cắt trục hoành tại 3 điểm phân biệt đều có 

hoành độ nhỏ hơn 3. 

  
1

1
2

m m    . 

Câu 55. Cho hàm số 4 2 2 42 2y x m x m m     (1), với m là tham số. 

 1) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị của hàm số (1) khi 1m  .. 

 2) Chứng minh đồ thị hàm số (1) luôn cắt trục Ox tại ít nhất hai điểm 

phân biệt, với mọi 0m  . 

  

Câu 56. Cho hàm số 
x

y
x

2 1

2





 có đồ thị là (C). 

 1) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị (C) của hàm số. 

 2) Chứng minh rằng đường thẳng d: y x m    luôn cắt đồ thị (C) tại 

hai điểm phân biệt A, B. Tìm m để đoạn AB có độ dài nhỏ nhất. 

   m 0 . Khi đó: AB 24 . 

 Câu hỏi tương tự đối với hàm số:  

  a) 
2

1

x
y

x





   ĐS: m = 2   

  b) 
x

y
x

1

2


     ĐS: m

1

2
  

    

Câu 57. Cho hàm số 
3

1

x
y

x





. 

 1) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị (C) của hàm số. 

 2) Viết phương trình đường thẳng d qua điểm ( 1;1)I  và cắt đồ thị 

(C) tại hai điểm M, N  sao cho I  là trung điểm của đoạn MN. 

  Phương trình đường thẳng cần tìm là 1y kx k    với 0k  . 

Câu 58. Cho hàm số 
2 4

1

x
y

x





   (C). 

 1) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị (C) của hàm số. 

 2) Gọi (d) là đường thẳng qua A(1; 1) và có hệ số góc k. Tìm k để (d) 

cắt (C) tại hai điểm M, N sao cho 3 10MN  . 

   
3 41 3 41

3; ;
16 16

k k k
   

    . 

Câu 59. Cho hàm số  
2 2

1

x
y

x





  (C). 

 1) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị (C) của hàm số. 

 2) Tìm m để đường thẳng (d): y x m2   cắt (C) tại hai điểm phân 

biệt A, B sao cho 5AB . 

     m m10; 2   . 

Câu 60. Cho hàm số  
x

y
x m

1



  (1). 

 1) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị của hàm số (1) khi m 1 . 

 2) Tìm các giá trị của tham số m sao cho đường thẳng (d): y x 2   

cắt đồ thị hàm số (1) tại hai điểm A và B sao cho AB 2 2 . 

  m 7 . 

Câu 61. Cho hàm số  
2 1

1

x
y

x





   (C). 

 1) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị (C) của hàm số. 

 2) Tìm m để đường thẳng d: y x m   cắt (C) tại hai điểm phân biệt 

A, B sao cho OAB vuông tại O. 

   m = –2. 

Câu 62. Cho hàm số: 
x

y
x

2

2





. 

 1) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị (C) của hàm số. 

 2) Chứng minh rằng với mọi giá trị m thì trên (C) luôn có cặp điểm A, 
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B nằm về hai nhánh của (C) và thỏa A A

B B

x y m

x y m

0

0

   


  
 . 

 

CHỦ ĐỀ 4: TIẾP TUYẾN 

 

Câu 63. Cho hàm số 2)2()21( 23  mxmxmxy (1)      (m là 

tham số). 

 1) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị (C) của hàm số (1) với m = 2. 

 2) Tìm tham số m để đồ thị của hàm số (1) có tiếp tuyến tạo với 

đường thẳng d: 07  yx  góc  , biết 
26

1
cos  . 

  
4

1
m  hoặc 

2

1
m . 

Câu 64. Cho hàm số y x x3 23 1    có đồ thị (C). 

 1) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị (C) của hàm số. 

 2) Tìm hai điểm A, B thuộc đồ thị (C) sao cho tiếp tuyến của (C) tại A 

và B song song với nhau và độ dài đoạn AB = 4 2 . 

   A B(3;1), ( 1; 3)  . 

Câu 65. Cho hàm số   y x x33     (C). 

 1) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị (C) của hàm số. 

 2) Tìm trên đường thẳng (d): y x   các điểm mà từ đó kẻ được đúng 

2 tiếp tuyến phân biệt với đồ thị (C). 

   Các điểm cần tìm là: A(2; –2) và  B(–2; 2).    

Câu 66. Cho hàm số  y x x3 23 2        (C). 

 1) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị (C) của hàm số. 

 2) Tìm trên đường thẳng (d): y = 2 các điểm mà từ đó kẻ được 3 tiếp 

tuyến phân biệt với đồ thị (C). 

   M(m; 2)  (d): y = 2 với 


  


 

5
1  

3

2

m hoÆc m

m

 có thể kẻ được 3 tiếp 

tuyến đến (C). 

Câu 67. Cho hàm số  y f x mx m x m x3 21
( ) ( 1) (4 3 ) 1

3
        có đồ 

thị là (Cm). 

 1) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị của hàm số khi m = 1. 

 2) Tìm các giá trị m sao cho trên đồ thị (Cm) tồn tại một điểm duy nhất 

có hoành độ âm mà tiếp tuyến tại đó vuông góc với đường thẳng (d): 

x y2 3 0   . 

     m hay m
2

0
3

   . 

Câu 68. Cho hàm số     y x x
2 2

1 . 1    

 1) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị (C) của hàm số. 

 2) Cho điểm A a( ;0) . Tìm a để từ A kẻ được 3 tiếp tuyến phân biệt 

với đồ thị (C). 

   a  a
3 3

1 1
2 2

     hoÆc . 

Câu 69. Cho hàm số y f x x x4 2( ) 2   . 

 1) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị (C) của hàm số. 

 2) Trên (C) lấy hai điểm phân biệt A và B có hoành độ lần lượt là a và 

b. Tìm điều kiện đối với a và b để hai tiếp tuyến của (C) tại A và B 

song song với nhau. 

  a ab b

a a b

2 2 1 0

1;

    


  
 

Câu 70. Cho hàm số 
2

2

x
y

x



  (C). 

 1) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị (C) của hàm số. 

 2) Viết phương trình tiếp tuyến của đồ thị (C), biết rằng khoảng cách 

từ tâm đối xứng của đồ thị (C) đến tiếp tuyến là lớn nhất. 

 y x  và y x 8  . 

Câu 71. Cho hàm số  
x

y
x

2

2 3





  (1). 

 1) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị của hàm số (1). 

 2) Viết phương trình tiếp tuyến của đồ thị hàm số (1), biết tiếp tuyến 

đó cắt trục hoành, trục tung lần lượt tại hai điểm phân biệt A, B và 
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tam giác OAB cân tại gốc tọa độ O. 

  y x 2   . 

Câu 72. Cho hàm số   y = 
1

12





x

x
. 

 1) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị (C) của hàm số. 

 2) Lập phương trình tiếp tuyến của đồ thị (C) sao cho tiếp tuyến này 

cắt các trục Ox, Oy lần lượt tại các điểm A và B thoả mãn OA = 4OB. 

   


  


   


1 5

4 4
1 13

4 4

y x

y x

. 

Câu 73. Cho hàm số 
x

y
x

2 3

2





có đồ thị (C). 

 1) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị (C) của hàm số. 

 2) Tìm trên (C) những điểm M sao cho tiếp tuyến tại M của (C) cắt 

hai tiệm cận của (C) tại A, B sao cho AB ngắn nhất.  

  M(3;3)  hoặc M(1;1) . 

Câu 74. Cho hàm số 
x

y
x

2 3

2





. 

 1) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị  (C) của hàm số. 

 2) Cho M  là điểm bất kì trên (C). Tiếp tuyến của (C) tại M cắt các 

đường tiệm cận của (C) tại A và  B. Gọi I là giao điểm của các đường 

tiệm cận. Tìm toạ độ điểm M sao cho đường tròn ngoại tiếp tam giác 

IAB có diện tích nhỏ nhất. 

   M(1; 1) hoặc M(3; 3). 

Câu 75. Cho hàm số 
1

12






x

x
y  có đồ  thị  (C). 

 1) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị (C) của hàm số. 

 2) Gọi I là giao điểm của hai tiệm cận. Tìm điểm M thuộc (C) sao cho 

tiếp tuyến của (C) tại M cắt 2 tiệm cận tại A và B với chu vi tam giác 

IAB đạt giá trị nhỏ nhất. 

 Có hai điểm M thỏa mãn điều kiện  M1 1 3;2 3  ,  

 M2 1 3;2 3  . 

 Khi đó chu vi AIB = 6234  . 

 Chú ý: Với 2 số dương a, b thoả ab = S (không đổi) thì biểu thức P = 

a b a b2 2    nhỏ nhất khi và chỉ khi a = b. 

 Thật vậy: P = a b a b2 2    

ab ab ab S2 2 (2 2) (2 2)     . 

  Dấu "=" xảy ra  a = b. 

Câu 76. Cho hàm số:  
x

y
x

2

1





  (C). 

 1) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị (C) của hàm số. 

 2) Cho điểm A a(0; ) . Tìm a để từ A kẻ được 2 tiếp tuyến  tới đồ thị 

(C) sao cho 2 tiếp điểm tương ứng nằm về 2 phía của trục hoành. 

  
a

a

2

3
1


  

 

. 

Câu 77. Cho hàm số  
x

y
x

3

1





. 

 1) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị (C) của hàm số. 

 2) Cho điểm o o oM x y( ; )  thuộc đồ thị (C). Tiếp tuyến của (C) tại M0 

cắt các tiệm cận của (C) tại các điểm A và B. Chứng minh Mo là trung 

điểm của đoạn thẳng AB. 

  

Câu 78. Cho hàm số :  
x

y
x

2

1





  (C)  

 1) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị (C) của hàm số. 

 2) Chứng minh rằng mọi tiếp tuyến của đồ thị (C) đều lập với hai 

đường tiệm cận một tam giác có diện tích không đổi. 

  : S IAB = IA IB
1

.
2

= 6 (đvdt) ĐPCM. 

 Câu hỏi tương tự đối với hàm số 
x

y
x

2 4

1





 ĐS: S = 12. 

Câu 79. Cho hàm số y = 
1

2





x

x
. 
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 1) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị (C) của hàm số. 

 2) Gọi I là giao điểm của 2 đường tiệm cận,   là một tiếp tuyến bất 

kỳ của đồ thị (C). d là khoảng cách từ I đến  . Tìm giá trị lớn nhất 

của d. 

   GTLN của d bằng 2   khi   x0 0  hoặc  x0 2  .    

Câu 80. Cho hàm số 
x

y
x

2 1

1





. 

 1) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị (C) của hàm số. 

 2) Viết phương trình tiếp tuyến của (C), biết khoảng cách từ điểm I(1; 

2) đến tiếp tuyến bằng 2 . 

  Các tiếp tuyến cần tìm : x y 1 0     và  x y 5 0   . 

Câu 81. Cho hàm số 
x

y
x

1

1





  (C). 

 1) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị (C) của hàm số. 

 2) Tìm trên Oy tất cả các điểm từ đó kẻ được duy nhất một tiếp tuyến 

tới (C). 

  Có 2 điểm cần tìm là: M(0; 1) và M(0; –1). 

Câu 82. Cho hàm số 
x

y
x

2 1

1





. 

 1) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị (C) của hàm số. 

 2) Viết phương trình tiếp tuyến của đồ thị (C), biết rằng tiếp tuyến 

cách đều hai điểm      A(2; 4),  B(4; 2). 

  Có ba phương trình tiếp tuyến: y x  y x  y x
1 5

; 1; 5
4 4

      . 

Câu 83. Cho hàm số 
2 1

1






x
y

x
. 

 1) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị (C) của hàm số. 

 2) Gọi I là giao điểm của hai đường tiệm cận, A là điểm trên (C) có 

hoành độ là a. Tiếp tuyến tại A của (C) cắt hai đường tiệm cận tại P 

và Q. Chứng tỏ rằng A là trung điểm của PQ và tính diện tích tam 

giác IPQ. 

   SIPQ  = 
1

2
IP.IQ = 2 (đvdt). 

Câu 84. Cho hàm số 
x

y
x

2 3

2





  (C). 

 1) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị (C) của hàm số. 

 2) Viết phương trình tiếp tuyến tại điểm M thuộc (C) biết tiếp tuyến 

đó cắt tiệm cận đứng và tiệm cận ngang lần lượt tại A, B sao cho 

côsin góc 
·
ABI  bằng 

4

17
, với I là giao 2 tiệm cận. 

  M
3

0;
2

 
 
 

 phương trình tiếp tuyến:  y x
1 3

4 2
    

  M
5

4;
3

 
 
 

 phương trình tiếp tuyến:  y x
1 7

4 2
   . 

 

CHỦ ĐỀ 5: BIỆN LUẬN SỐ NGHIỆM CỦA PHƯƠNG TRÌNH 

 

Câu 85. Cho hàm số y x x3 23 1    . 

 1) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị (C) của hàm số. 

 2) Tìm m để phương trình x x m m3 2 3 23  3    có ba nghiệm phân 

biệt. 

  m ( 1;3) \ {0;2}  . 

 

Câu 86. Cho hàm số 4 25 4  y x x  có đồ thị (C). 

 1) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị (C) của hàm số. 

 2) Tìm m để phương trình 4 2

2| 5 4 | logx x m    có 6 nghiệm. 

  Dựa vào đồ thị ta có PT có 6 nghiệm  
9

44
12

9
log 12 144 12

4
m m    . 

Câu 87. Cho hàm số:  y x x4 22 1   . 

 1) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị (C) của hàm số. 

 2) Biện luận theo m số nghiệm của phương trình: 

x x m4 2
22 1 log 0     (m > 0) 

   + Từ đồ thị suy ra: 
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m
1

0
2

   m
1

2
  m

1
1

2
   m 1  m 1  

2 nghiệm  3 nghiệm 4 nghiệm  2 nghiệm  vô nghiệm 

 

Câu 88. Cho hàm số y f x x x4 2( ) 8 9 1    . 

 1) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị (C) của hàm số. 

 2) Dựa vào đồ thị (C) hãy biện luận theo m số nghiệm của phương 

trình: 

    x x m4 28cos 9cos 0    với x [0; ]  

   Dựa vào đồ thị ta có kết luận sau: 

m 0  m 0  m0 1   m
81

1
32

   m
81

32
  m

81

32
  

vô 

nghiệm 
1 nghiệm 2 nghiệm 4 nghiệm 2 nghiệm 

vô 

nghiệm 

Câu 89. Cho hàm số 
x

y
x

3 4

2





   (C). 

 1) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị (C) của hàm số. 

 2) Tìm các giá trị của m để phương trình sau có 2 nghiệm trên đoạn 

2
0;

3

 
 
 

: x x m x x6 6 4 4sin cos  (sin cos )    

   m
1 7

2 10
  . 

Câu 90. Cho hàm số 
1

.
1

x
y

x





 

 1) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị (C) của hàm số. 

 2) Biện luận theo m số nghiệm của phương trình 
1

.
1

x
m

x





 

  Dựa vào đồ thị ta suy ra được: 

1; 1  m m  1 m  1 1  m  

2 nghiệm 1 nghiệm vô nghiệm 

 

CHỦ ĐỀ 6: ĐIỂM ĐẶC BIỆT CỦA ĐỒ THỊ 

 

Câu 91. Cho hàm số 3 3 2y x x     (C). 

 1) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị (C) của hàm số. 

 2) Tìm 2 điểm trên đồ thị hàm số sao cho chúng đối xứng nhau qua 

tâm M(–1; 3). 

   1;0  và  1;6 . 

Câu 92. Cho hàm số  3 3 2y x x     (C). 

 1) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị (C) của hàm số. 

 2) Tìm trên (C) hai điểm đối xứng nhau qua đường thẳng d: 

x y2 – 2 0  . 

  
7 1 7 7 1 7

;2 ; ;2
2 2 2 2 2 2

   
        

   
. 

Câu 93. Cho hàm số  
x

y x x
3

2 11
3

3 3
     . 

 1) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị (C) của hàm số. 

 2) Tìm trên đồ thị (C) hai điểm phân biệt M, N đối xứng nhau qua trục 

tung. 

  M N
16 16

3; , 3;
3 3

   
   

   
. 

Câu 94. Cho hàm số 
x

y
x

2 1

1





   (C). 

 1) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị (C) của hàm số. 

 2) Tìm điểm M thuộc đồ thị (C) để tiếp tuyến của (C) tại M với đường 

thẳng đi qua M và giao điểm hai đường tiệm cận có tích các hệ số góc 

bằng –9. 

   M(0; –3) và M(–2; 5). 

Câu 95. Cho hàm số 
2 1

1

x
y

x





 (C). 

 1) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị (C) của hàm số. 

 2) Tìm trên (C) những điểm có tổng khoảng cách đến hai tiệm cận của 

(C) nhỏ nhất. 

  (0; 1) và (–2; 3). 

 Câu hỏi tương tự: 
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  a) 
2 1

1






x
y

x
  ĐS: 0 1 3x    . 

Câu 96. Cho hàm số 
x

y
x

3 4

2





  (C). 

 1) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị (C) của hàm số. 

 2) Tìm các điểm thuộc (C) cách đều 2 tiệm cận. 

   M1( 1; 1) và M2(4; 6). 

Câu 97. Cho hàm số   
x

y
x

2 4

1





. 

 1) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị (C) của hàm số. 

 2) Tìm trên (C) hai điểm đối xứng nhau qua đường thẳng MN biết 

M(–3; 0) và N(–1; –1). 

  A(0; –4), B(2; 0). 

Câu 98. Cho hàm số 
2

1

x
y

x



. 

 1) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị (C) của hàm số. 

 2) Tìm trên đồ thị (C) hai điểm B, C thuộc hai nhánh sao cho tam giác 

ABC vuông cân tại đỉnh A với A(2; 0). 

  

H K

B

A

C

 
    B C( 1;1), (3;3)  

 

Câu 99. Cho hàm số   
1

12






x

x
y . 

 1) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị (C) của hàm số. 

 2) Tìm tọa độ điểm M  (C) sao cho khoảng cách từ điểm )2;1(I tới 

tiếp tuyến của (C) tại M là lớn nhất. 

   32;31 M   hoặc  32;31 M . 

Câu 100. Cho hàm số   
x

y
x

2

2 1





. 

 1) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị (C) của hàm số. 
 2) Tìm những điểm trên đồ thị (C) cách đều hai điểm A(2; 0) và B(0; 

2). 

  
1 5 1 5 1 5 1 5

, ; ,
2 2 2 2

      
   
   
   

. 

Câu 101. Cho hàm số  





3

1

x
y

x
 . 

 1) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị (C) của hàm số. 

 2) Tìm trên hai nhánh của đồ thị (C) hai điểm A và B sao cho AB 

ngắn nhất. 

     A B4 4 4 41 4;1 64 , 1 4;1 64      . 
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CÁC BÀI TOÁN VỀ HÀM BẬC BA 

Bài 1. (TNTHPT – 2008)    Cho hàm số 3 22 3 1y x x    

a. Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị của hàm số. 

b. Biệm luận theo m số nghiệm của phương trình 
3 22 3 1x x m    

Bài 2. (TN THPT- lần 2 – 2008)   Cho hàm số y = x3 - 3x2 

a. Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị hàm số đã cho. 

b. Tìm các giá trị của m để phương trình 3 23 0x x m    có 3 

nghiệm phân biệt. 

Bài 3. (TNTHPT - 2007)  Cho hàm số y= 3 3 2x x   có đồ thị là (C) 

. 

 a/ Khảo sát và vẽ đồ thị hàm số . 

 b/ Viết phương trình tiếp tuyến tại điểm A(2 ;4) . 

Bài 4. (TNTHPT - 2006) Cho hàm số y= 3 23x x   có đồ thị (C)  . 

 a/ Khảo sát và vẽ đồ thị hàm số . 

 b/ Dựa vào đồ thị biện luận số nghiệm phương trình : 
3 23x x  -m=0 . 

Bài 5. (TNTHPT – 2004- PB)  Cho hàm số y= 3 26 9x x x   có đồ 

thị là (C) . 

 a/ Khảo sát và vẽ đồ thị hàm số . 

 b/ Viết phương trình tiếp tuyến tại điểm có hoành độ là 

nghiệm của phương trình y’’=0 . 

 c/ Với giá trị nào của m thì đường thẳng y=x+m2-m đi qua 

trung điểm của đoạn thẳng nối cực đại vào cực tiểu . 

Bài 6. (TNTHPT – 2004 - KPB)  Cho hàm số y= 3 2 33 4x mx m   . 

 a/ Khảo sát và vẽ đồ thị hàm số khi m=1 . 

 b/ Viết phương trình tiếp tuyến tại điểm có hoành độ x=1 . 

Bài 7. (ĐH- A- 2002) Cho hàm số 
3 2 2 3 23 3(1 )y x mx m x m m        

a. Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị hàm số với m= 1 

b. Tìm k để phương trình: 3 2 3 23 3 0x x k k      có 3 nghiệm 

phân biệt. 

c. Viết phương trình đường thẳng qua 2 điểm cực trị của đồ thị 

hàm số (1). 

Bài 8. (CĐ SP MGTW- 2004) Cho hàm số y = x3 - 3x2 + 4m 

a. Chứng minh đồ thị hàm số luôn có 2 cực trị. 

b. Khảo sát và vẽ đồ thị hàm số khi m = 1 

Bài 9. (ĐH-B- 2007) Cho hàm số 
3 2 2 23 3( 1) 3 1y x x m x m        

a. Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị hàm số với m =1 

b. Tìm m để hàm số có cực đại cực tiểu và các điểm cực trị cách 

đều điểm O. 

Bài 10. (ĐH - D - 2004) Cho hàm số y = x3 – 3mx2 + 9x + 1  

a. Khảo sát và vẽ đồ thị hàm số với m = 2 

b. Tìm m để nghiệm của phương trình y’’= 0 thuộc đường thẳng 

y = x+ 1 

Bài 11.  Cho hàm số y = (x -1)(x2 + mx + m) 

a. Tìm m để đồ thị hàm số cắt trục hoành tại 3 điểm phân biệt 

b. Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị của hàm số với m= 4 

Bài 12.  Cho hàm số 3 22 3( 1) 6( 2) 1y x m x m x       

a. Khảo sát và vẽ đồ thị hàm số với m =2 

b. Với giá trị nào của m hàm số có cực đại, cực tiểu. 

Bài 13. (ĐH 2006- D) Cho hàm số 3 3 2y x x    

a. Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị  (C) của hàm  số. 

b. Gọi d là đường thẳng qua điểm A(3; 20) và có hệ số góc m. 

Tìm m để đường thẳng d cắt (C ) tại 3 điểm phần biệt.  

(Gợi ý đường thẳng d qua M(x0;y0) có hệ số góc m có dạng: y = 

m(x - x0) + y 0) 

Bài 14.  Cho hàm số y = (x - m)3 - 3x 

a. Khảo sát và vẽ đồ thị hàm số với m = 1 

b. Tìm m để hàm số đã cho đạt cực tiểu tại điểm có hoành độ x 

= 0 

Bài 15. Cho hàm số y = (x -1)(x2 + mx + m) 

a. Tìm m để đồ thị hàm số cắt trục hoành tại 3 điểm phân biệt 

b. Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị của hàm số với m= 4 

Bài 16. Cho hàm số y = 3 2 22 2x mx m x    

a. Khảo sát  và vẽ đồ thị hàm số khi m =1; 

b. Tìm m để hàm số đạt cực tiểu tại x = 1 
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Bài 17. (Đại học quốc gia 1998 D )     Cho hàm số f(x) = 

x3 + 3 x2-9x + m 

 1,khảo sát và vẽ đồ thị với m = 1 2,Tìm m để pt f(x) = 0 có 3 

nghiệm phân biệt. 

Bài 18. (Đại học bách khoa 1999) 

 1,Khảo sát và vẽ đồ thị hàm y = x3 -3 x + 2 

 2,Giải và biện luận theo m số nghiệm của pt 
2

3 1
3 2 2

m
x x

m

 
    

 
  

Bài 19. (Học viện quan hệ qt 2000) 

1.Ks và vẽ đồ thị của hàm số (C) y = 4x3 -3 x 

2,Tìm số nghiệm của pt 4 x3-3x = x
2

1  

Bài 20. (ĐH Mỏ 1997 ) Cho Cm :y = (m+2)x3 + 3 x2 + mx-5 

 1,Khảo sát và vẽ đồ thị hàm số khi m = 0  

2,Tìm m để hàm số có CĐ và CT 

Bài 21. (HVCNBCVT-2001) Cho hàm số y=x3 -3x (C) 

a, Khảo sát hàm số   

b,CMR khi m thay đổi thì đường thẳng y = m(x+1)+2 luôn cắt 

đồ thị tại một điểm A cố định. Hãy xác định m để đường 

thẳng cắt (C) tại 3 điểm A,B,C khác nhau sao cho tiếp tuyến 

tại B và C vuông góc với nhau. 

Bài 22. (ĐHL-ĐHD-2001) Cho hàm số y= x3 -3(a-1)x2 + 3a(a-

1)x +1 

a,Khảo sát và vẽ đồ thị hàm số 

b,Với giá trị nào của a thì hàm số đồng biến trên tập sao cho 

21  x . 

Bài 23. (ĐHBK-99) Cho hàm số y = x3 +ax +2   

a, Khảo sát và vẽ đồ thị hàm số  

b, Tìm a để đồ thị cắt Ox tại đúng 1 điểm (ý khác :Tiếp 

xúc,cắt tại 3 điểm phân biệt ). 

Bài 24. ĐHCĐ A 2002.cho hàm số y=-x3 +3mx2 +3(1-m2)x 

+m3-m2  (1) 

1, Khảo sát và vẽ đồ thị hàm số khi m=1 

2, Tìm k để pt –x3+3x +k3-3k2 =0 có 3 nghiệm phân biệt 

3, Viết pt đường thẳng đi qua hai điểm cực trị của đồ thị hàm 

số 

Bài 25. ĐHCĐ 2002 Dự bị:  

Cho hàm số y = 21 13 2 2
3 3

mx x mx       (1) với m là tham số 

Cho m =1/2  

* Hãy khảo sát và vẽ đồ thị hàm số 

* Viết pt tiếp tuyến của đồ thị (C) biết rằng tiếp tuyến song song với 

(d):y=4x+2  

Bài 26. ĐHCĐ-B-2003: Cho hàm số y=x3-3x2+m 

1,Tìm m để đồ thị hàm số có 2 điểm phân biệt đối xứng nhau qua 

gốc toạ độ  

 2.Khảo sát và vẽ đồ thị khi m = 2 

 

Bài 27. ĐHCĐ dự bị 2003  Cho hàm số y=(x-1)(x2+mx+m) 

với m là tham số  

1,Tìm m để đồ thị hàm số cắt trục ox tại 3 điểm phân biệt 

2,Khảo sát và vẽ đồ thị hàm số với m = 4 

Bài 28. ĐHCĐ dự bị 2003  

1,Khảo sát y = 2x3 -3x2 -1    (C) 

2, Gọi dk là đường thẳng đi qua M(0:1) và có hệ số góc bằng 

k.Tìm k để đường thẳng cắt đồ thị tại 3 điểm phân biệt. 

Bài 29. ĐHCĐ B 2004  Cho hàm số y= 3 21
2 3

3
x x x    (1) có 

đồ thị (C ) 

1,Khảo sát và vẽ đồ thị hàm số (C ) 

2,Viết pt tiếp tuyến   của đồ thị hàm số tại điểm uốn .CM hệ 

số góc của  là tiếp tuyến có hệ số góc nhỏ nhất của đồ thị (C ) 

Bài 30. ĐHCĐ D 2004   Cho hàm số y=x3 -3 m x2 +9x +1    

(1)   Với m là tham số. 

1,Khảo sát và vẽ đồ thị hàm số với m =2 

2,Tìm m để điểm uốn của đồ thị hàm số thuộc đường thẳng 

y=x +1 
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Bài 31. ĐHCĐ D 2005 Gọi( Cm) là đồ thị hàm số 

3

1

23

1 23
 xx

m
y  (*)  

1.Khảo sát và vẽ đồ thị với m= 2 

2.Gọi điểm M thuộc đồ thị có hoành độ = -1,tim m sao cho 

tiếp tuyến tại M song song với đường thẳng 5 x – y = 0 

Bài 32. CĐ SP Hà Nam A 2005   Cho hàm số 

mxmy xx 
23

 (1 ) có đồ thị (Cm ) 

1.Khảo sát và vẽ đồ thị hàm số với m =1 

2.tìm m để đồ thị hàm số cắt trục ox tại 3 điểm phân biệt có 

hoành độ lập thành cấp số cộng 

3.Tìm các điểm mà đồ thị hàm số luôn đi qua với mọi giá trị 

của m.  

Bài 33. CĐSP KT 2005    Cho hàm số y=x3 +3x2+4              

(1) 

1,Khảo sát và vẽ đò thị hàm số  

2.Chứng minh đồ thị hàm số luôn có tâm đối xứng 

3,Viết pttt của đồ thị hàm số đi qua A(0:1). 

Bài 34. ĐHCĐ D 2006   Cho hàm số y=x3-3x +2 

1,Khảo sát và vẽ đồ thị hàm số  

2.Gọi d là đường thẳng đi qua điểm A(3;20) có hệ số góc 

m.Tim m để d cắt đồ thị hàm số tại 3 điểm phân biệt. 

Bài 35. ĐHCĐ A 2006  

 1.Khảo sát và vẽ đồ thị hàm số y=2x3-9x2+12x -4 

 2.Tim m để pt sau có 6 nghiệm phân biệt 
3 22 9 12x x mx   . 

 

 

 

 

 

 

 
CÁC BÀI TOÁN VỀ HÀM BẬC BỐN TRÙNG PHƯƠNG 

 

Bài 36. (TNTHPT-2008) Cho hàm số 4 22y x x   

a. Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị của hàm số. 

b. Viết phương trình tiếp tuyến của đồ thị hàm số tại điểm 

có hoành độ x = -2 

Bài 37. Cho hàm số 4 3 24 3( 1) 1y x mx m x      

a. Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị hàm số với m =0 

b. Với giá trị nào của m hàm số có 3 cực trị 

Bài 38. Cho hàm số  4 2 22 1y x m x    

a. Khảo sát và vẽ đồ thị hàm số với m =1 

b. Tìm m để đồ thị hàm số có ba cực trị là ba đỉnh của tam 

giác vuông cân. 

Bài 39. (ĐH Đà Lạt - 2002) 

a. Giải phương trình 4 22 1 0x x    

b. Khảo sát và vẽ đồ thị hàm số y = 4 22 1x x   

c. Biện luận theo m số nghiệm của phương trình 
4 22 1 0x x m     

Bài 40. (ĐH Thái Nguyên - 2002) Cho hàm số 
4 2

m2    (C )y x mx    

a. Khảo sát và vẽ đồ thị hàm số với m = 1 

b. Hãy xác định m để hàm số   đồ thị  hàm số có 3 cực trị 

Bài 41. (ĐH Vinh - 2002) 

1. Khảo sát và vẽ đồ thị hàm số 4 25 4y x x     

2. Xác định m để phương trình 4 2 25 3 0x x m     có 4 

nghiệm phân biệt. 

Bài 42.  Cho hàm số 
4

2 9
2

4 4

x
y x    

a. Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị  (C) của hàm số 

b. Biện luận theo k số giao điểm của (C) với đồ thị (P) của 

hàm số 22y k x   
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Bài 43. Cho hàm số 4 2 3 22y x mx m m     

a. Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị của hàm số khi m = 1 

b. Xác định m để đồ thị ( )mC  của hàm số đã cho tiếp xúc 

với trục hoành tại 2 điểm 

Bài 44. (ĐH Cần thơ - 2002) Cho hàm số 
4 22 2y x x m     (Cm) 

a. Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị hàm số với m = 0 

b. Tìm các giá trị của m để đồ thị (Cm) của hàm số chỉ có 

hai điểm chung với Ox 

Chứng minh với mọi m tam giác có 3 đỉnh là ba cực trị là một 

tam giác vuông cân. 

Bài 45. (ĐH KB 2009) Cho hàm số y = 2x4 – 4x2 (1) 

 1. Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị của hàm số (1). 

 2. Với các giá trị nào của m, phương trỡnh 2 2x x 2 m   có 

đúng 6 nghiệm thực phân biệt? 

Bài 46. (DH KD 2009) Cho hàm số y = x4 – (3m + 2)x2 + 

3m  có đồ thị là (Cm), m là tham số. 

 1. Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị của hàm số đó cho khi 

m = 0. 

 2. Tìm m để đường thẳng y = -1 cắt đồ thị (Cm) tại 4 điểm 

phân biệt đều có hoành độ nhỏ hơn 2. 

Bài 47. ĐHQG TPHCM 1996 Cho Cm : y= x4 -2 m x2 + 

m3-m2 

1,Khảo sát và vẽ đồ thị hàm số ứng với m = 1, 

2,Tìm m để hàm số tiếp xúc với trục hoành tại 2 điểm 

phân biệt 

Bài 48. ĐH Huế 1998       Cho Cm : y= -x4+2mx2-2m +1 

1,Khảo sát và vẽ đồ thị hàm số với m =1 

2,CMR Cm luôn đi qua 2 điểm A B cố định. 

3.Tìm m để các tiếp tuyến tại A và B vuông góc với 

nhau. 

Bài 49.  Đề 122 I .Khảo sát và vẽ đồ thị hàm số y= x4+
3

10
 

x2+1 

Bài 50. ĐHNN 1999   

1,Khảo sát và vẽ đồ thị của hàm số y= 
1

4
 x4 -2x2 -

9

4
 

      2.Viết pt tiếp tuyến của đồ thị hàm số tại các giao điểm 

của nó với trục Ox. 

Bài 51. ĐH Huế 2000  

1,Khảo sát và vẽ đồ thị của hàm số y= x4-5x2+4 

2.Tìm m để đường thẳng y = m cắt đồ thị 3 đoạn thẳng 

bằng nhau. 

3.Tìm m để y = m cắt đồ thị hàm số tại bốn điểm phân 

biệt, 

Bài 52. ĐH Y TPHCM 1998         Cho hàm số y = x4 -

2(m+1) x2 +2m+1 

A,Khảo sát và vẽ đồ thị của hàm số với m = -2 

B,Tìm m để đồ thị hàm số cắt ox tại 4 điểm có hoành độ 

lập thành cấp số cộng. 

Bài 53. ĐHNT 1994    Cho hàm số y = x4-4mx3+(3-

3m)x2+3 

A,khảo sát và vẽ đồ thị với m =1 

B,Tìm m để hàm số có cực tiểu mà không có cực đại. 
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Bài 54. ĐHSP II 1997.   Cho hàm số y= (1-m) x4-mx3 

+2m-1 

A,Khảo sát và vẽ đồ thị với m = -2 

B,Tìm m để hàm số cắt ox tại 4 điểm phân biệt. 

C,Tìm m để hàm số có đúng một cực trị. 

D,Tìm m để hàm số có cực đại và cực tiểu mà tổng bình 

phương các hoành độ bằng 27. 

Bài 55.  ĐHCĐ B 2002    cho hàm số y= mx4 + (m2-9) x2 

+10 

1,Ksvđt với m=1 

2,Tìm m để hàm số có 3 cực trị. 

Bài 56. ĐHCĐ dự bị.2002  Cho hàm số y=x4 –mx2+ m -1 

1, Khảo sát và vẽ đồ thị hàm số khi m=8. 

2.Tìm m để đồ thị hàm số cắt trục ox tại 4 điểm phân 

biệt. 

Bài 57. Đề tham khảo 2005 

1,Khảo sát và vẽ đồ thị của hàm số y= x4-6 x2+5 

2.Tìm m để pt sau có 4 nghiệm x4 -6 x2 –log2m =0 

Bài 58. Cho hàm số y= x4-2 m2x2+1 

1,Khảo sát và vẽ đồ thị với m=1 

2.Tìm m để đồ thị hàm số có 3 điểm cực trị là 3 đỉnh của 

một tam giác vuông cân. 

 

CÁC BÀI TOÁN VỀ HÀM PHÂN THỨC BẬC 1/ BẬC 1 

 

Bài 59. Đại học thương mại 1999 cho hàm số (C): 

1

42






x

x
y  

1,Khảo sát và vẽ đồ thị hàm số  

2,Giải và biện luận số giao điểm của (l) 2x-y +m=0 với (C). Khi 

chúng có hai giao điểm M và N. Hãy tìm quỹ tích trung điểm I 

của MN. 

Bài 60. Đại học an ninh 1997   

1, Khảo sát và vẽ đồ thị hàm số 
3

12






x

x
y  

2, Tìm M(C) để tổng khoảng cách từ M đến 2 đường tiệm cận 

là nhỏ nhất. 

Bài 61. Đại học ngoại thương tp.HCM 1997 

1, Khảo sát và vẽ đồ thị hàm số 
2

1






x

x
y  

2, Tìm M(C) để tổng khoảng cách từ M đến 2 trục toạ độ là 

nhỏ nhất. 

Bài 62. [38 III]  

1,Khảo sát và vẽ đồ thị (C) 
2

12






x

x
y  

2,CMR đường thẳng y=-x+m luôn cắt (C) tại 2 điểm phân biệt 

A,B.Tìm m để AB đạt giá trị nhỏ nhất. 
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3,Tìm m để phương trình m
x

x






2sin

1sin2
 có đúng 2 nghiệm 

x  ;0  

Bài 63.  [40 I]  Cho (Cm) 
mx

mxm
y






)1(
 

1,Khảo sát và vẽ đồ thị hàm số ứng với m=1 

2.Tìm M  C  để tổng khoảng cách đến 2 đường tiệm cận nhỏ 

nhất. 

3.CMR m ≠0 đồ thị hàm số luôn tiếp xúc với một đường thẳng 

cố định. 

Bài 64. [ĐHQG.TP.HCM1997]  

1,Khảo sát và vẽ đồ thị hàm số 
1

12






x

x
y  

2,Tìm M  C  với xM=m.Tiếp tuyến của (C) tại M cắt các 

đường tiệm cận tại A và B .Gọi I là giao điểm của 2 đường tiệm 

cận .CMR M là trung điểm của AB và diện tích tam giác (IAB) 

không đổi m . 

Bài 65. Đại học quốc gia 1997 D 

1,Khảo sát và vẽ đồ thị hàm số 
3

13






x

x
y  

2,Tìm Max y và Min y = ? 

Bài 66. Đại học Thái Nguyên 1997 D 

1,Khảo sát và vẽ đồ thị (C)hàm số 
1

23






x

x
y  

2,Tìm trên (C) các điểm có toạ độ nguyên. 

3.CMR không tồn tại tiếp tuyến của đồ thị đi qua giao điểm của 

2 đường tiệm cận. 

Bài 67. Đại học cảnh sát 1997 

1,Khảo sát,vẽ 
2

23






x

x
y  

2,Viết pt tiếp tuyến với hệ số góc =4.Tìm tiếp điểm. 

Bài 68. Đại học quốc gia 1998. 

1.Khảo sát và vẽ đồ thị hàm số 
1

1






x

x
y  

2.Tìm trên oy các điểm kẻ được đúng một tiếp tuyến đến đồ thị 

. 

Bài 69. [CĐSP-TP.HCM 1998] 

1,Khảo sát và vẽ đồ thị của hàm số 
1

1






x

x
y  

2,CMR đường thẳng 2x-y+m=0 luôn cắt đồ thị hàm số tại hai 

điểm A,B nằm về 2nhánh  của đồ thị. 

3,Tìm m sao cho AB nhỏ nhất.
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